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2 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

8.1 Suites arithmétiques
Définition 8.1
Une suite (u,) est arithmétique de raison r si on passe d'un terme au terme suivant en
ajoutant a chaque fois r “.
Une suite (u,) arithmétique est définie par la donnée de son premier terme u, (typiquement
up ou uq) et la relation de récurrence :

pour toutn >p Uy =u, 7

“suite Arithmétique, “A” pour addition

= Exemple 8.1
1. La suite arithmétique (u,) de raison 4 et de premier terme u, = 5 vérifie la relation de
récurrence: pour tout n > 0, v, = u, + 4.
Ug=9; U1 =9; up =13; ug =17; ugy = 21; us =25...

2. La suite (v,) de premiers termes : v; = 10; vy = 6; v3 = 2; v4 = —2; v5 = —6 semble étre une

suite arithmétique de raison r = —4.

Proposition 8.1 — sens de variation et limites.
(u,) est une suite arithmeétique de raison r.

(i) Sir > 0 alors (u,) est strictement croissante et lim wu, = +occ.

n——+o00

(ii) Sir < 0 alors (u,) est strictement décroissante et lim w, = —occ.

n—-4o00

(iii) Sir = 0 alors (u,,) est stationnaire.

Table 8.2 — Les points de la représentation graphique d'une suite arithmétique sont des points alignés.

Suite (u,) arithmétique de raison r et de premier terme u,
raison r > 0 raison r < 0
Unp,
A . A Un
T =0 o
———edT> : n
o 1 p) 3 4 5
° -—==
tr <0
Uo )
n [ ]
0 1 2 3 4 5
(u,) est strictement croissante (u,) est strictement décroissante
lim u,, = +oco lim u,, = —c
n—oo n—oQ
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8.1 Suites arithmétiques 3

Propriété 8.2 Pour une suite arithmétique (u,,) de raison r.

pour tout n et p € N, Up — Up = (n—p)r

Démonstration.
Pour calculer u,.; a partir u,, il faut ajouter 1 fois r : u,1 = u, +r
Pour calculer u,, a partir u,, il faut ajouter 2 fois r : u,o = u, + 2r

Pour calculer u,, a partir u,, il faut ajouter n — p fois r : u,, = u, + (n — p)r. ]

Corollaire 8.3 — Terme général d’une suite arithmétique.
Pour une suite de premier terme v, et de raison r,

pour tout n € N, Uy, = Ug + NT
Pour une suite de premier terme u; et de raison r,

pour tout n € N, Uy =uy + (n—1)r

® On retiendra : u,, = (premier terme) + (nombre de termes avant u,,) x (raison).

= Exemple 8.2
On réalise les 3 motifs suivants. On désigne par u, le nombre d’allumettes du motif n:
o O OO0

1. Tracer le 4¢ motif.

2. Exprimer u,; en fonction de u,. Quelle est la nature de la suite (u,,)?
3. Déterminer le terme général de la suite.
4

. En déduire le nombre d’allumettes nécessaires pour réaliser le 47¢ motif.

solution.

_——

HEE

1. ~—

2. On rajoute a chaque étape 3 allumettes : pour toutn > 1 on a u,+; = u, + 3.
(u,) est une suite arithmétique de raison r = 3.
3. u; =8 donc pour toutn >1lonawu, =u;+(n—1)x3=3n-+5.

Le 47¢ motif a uy; = 3 x 47 + 5 = 146 allumettes.
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8.2 Suites géométriques

Définition 8.2

Une suite (u,) est géométrique de raison ¢ si on passe d’'un terme au terme suivant en

multipliant a chaque fois par gq.

Une suite (u,) géométrique est définie par la donnée de son premier terme v, (typiquement

up ou uy) et la relation de récurrence :
pour toutn > p Upt1 = QUp
un+1

® La raison ¢ est le quotient de deux termes consécutifs ¢ = .
Un

Propriété 8.4 Pour une suite géométrique (u,,) de raison r.

pour toutnetpeN,  w, =u, x ¢" P

Démonstration.

Pour calculer u,; a partir u,, il faut multiplier 1 fois ¢ : up1 = u, X r

Pour calculer u,,, & partir u,, il faut multiplier 2 fois ¢ : u, 5 = u, x 7

Pour calculer u,, a partir v, il faut multiplier n — p fois ¢ : u,, = u, x r"7".

Corollaire 8.5 — Terme général d’une suite géométrique.
Pour une suite de premier terme v, et de raison g,

pour tout n € N, Up = Uy X q"
Pour une suite de premier terme u; et de raison r,

pour tout n € N, Un = uy X ¢

® On retiendra : u,, — (premier terme) x (raison)Nombre de termes avant w,,

Proposition 8.6 — sens de variation et limites de suites géométriques. Pour une suite géométrique (u,)

1" terme > 0 | 1" terme < 0
Sig<0 (u,) N'est pas monotone
Sig=0 u,, stationnaire
Sio<g<1 Up N\ 0 Up 0
Sig=1 u, stationnaire
Sil<yq U, 400 Up N\ —00
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8.2 Suites géométriques 5

Démonstration.

La suite géométrique de raison ¢ et de premier terme u, a pour terme géneéral : u, = uyq".
_ +1 _

Unt1 — Up = Upq"" " — uoq" = up(q — 1)¢"

On pourra raisonner par disjonction des cas en revenant a la définition du sens de variation. =

Proposition 8.7 — admis.

— Si ¢ < —1, alors lim ¢" n’existe pas

n—-+0o0o

— Si—1<g<1,alors lim ¢" =0

n—-+o0o

— Sig>1,alors lim ¢" =400

n—-4o00

Table 8.3 — Représentation de suites géométriques (u,,) non stationnaires.

Suite (u,) géométrique de raison ¢ et de premier terme v, : pour tout n > 0 on a u,, = upq"

g>1letug>0 O<g<letug>0 q< —1
A Un A Un A Un
[ ]
Ug
° [ ]
. n
. ° . Ug 1 2 3 4 5
Ug n . ¢ n °
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 .
(u,) est strictement (u,) est strictement (u,) 'est pas monotone
croissante décroissante " p
lim u, = 4+o0 lim u,, =0 pas de limite
n—oo n—oo
g>1letuy<0 O<g<letug<0 —1<g<0
? Un, n ? Unp, n A Unp,
[ = [ > U
Ug L2 3 45 12 3 4 s
° o
° [ ]
[ ] ° n
° >
. 1 2 s 4 5
Ug .
(u,) est strictement (u,) est strictement (un) Test pas monotone
décroissante croissante " P
lim u,, = —o0 lim u,, =0 lim u,, =0
n—oo n—oQ n—oo
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6 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

8.3 Exercices

8.3.1 Exercices : suites arithmétiques

Exercice 8.1 Voir la solution
Pour les suites arithmétiques (u,) données par le premier terme et leur raison r, exprimer w,,;

en fonction de u,, et déterminer les 4 premiers termes de la suite.

1. wy =2etr=-2. 3.u0:——et7“:2
3 3
2. up=1letr=3 4. uyy=1letr=-0,3
Exercice 8.2 Voir la solution

1. Parmi les suites suivantes, entourez celles qui semblent arithmétiques.

(A) 10; 8; 6; 45 2; ... €) 3; 352 3;

3.1, . (E) 4; 7: 10; 13; 16; ...

(B) 1;2; 4; 8 10; ... (D) 5,3; 5,7; 6,1; 6,5; 6,9; ... (F) 17 2% 3% 4% 5% ...
2. Les suites suivantes sont arithmétiques. Déterminer le 5¢ terme :

(A) 3;6;9;12; ...

(C) 5:9; 13; 17; ... (E) 20; 14; 8: 2; ...

(B) 45; 40; 35; 30; ... (D) 17; 14; 11; 8; ... (F) 8 5,5; 3;0,5; ...

3. Pour les suites arithmétiques suivantes, donner la raison et déterminer le 5¢ terme :

(A) 17b; 10b; 3b; —4b; . .. D) p+ripsp—rip—2r; ...

B) a; a+b; a+2b; a+30b; ... (E) 2¢+d; 2d; —2¢ + 3d; —4c + 4d; ...

(C) m+n; 2m + 3n; 3m + d5n; dm + Tn; ... (F) 3z + 2y; x + 5y; 8y — x; 11y — 3x; ...
Exercice 8.3 Voir la solution

1. Pour chaque suites de motifs, réaliser le 5¢ motif.

N |
% ¢ K|

b) d) ] ]

O

a) O

2. On désigne par u, le nombre de carrés du motif de 1'étape n.
Exprimer pour n > 1, u,.; en fonction de w,.

3. Pour quel(s) motif(s), la suite (u,) est arithmétique ?
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8.3 Exercices 7

m Exemple 8.3 — justifier qu’une suite est arithmétique.
Déterminer si les suites suivantes sont arithmeétiques en précisant la raison.
1. (u,) définie par n > 1 par u, =5 — 2(n + 1)
2. (v,) définie par n > 0 par u, = (—1)"
solution.
1. (montrer qu’il existe r tel que la différence de termes consécutifs est TOUJOURS égale a r)
Unt1 — Uy = (5—=2(n+1+4+1)) — (5-2(n+1)).
=5—-2n—4—-542n+2

— —J
.. (u,) est une suite arithmétique de raison —2.

2. (vérification que la suite n'est pas arithmétique en calculant les premiers termes)

Uozl, ?)1:—1, U2:1, 113:—1:1)1—?]07&?]2—?)1
.. (v,) n'est pas une suite arithmétique. u
Exercice 8.4 Voir la solution

1. Déterminer si les suites définies pour n > 0 par leur terme général sont arithmétiques.

a) u, =5+ 3n c) u,=3—4(n—2) e) u, =n2"
_ _177,
b) u, = 100 — 3n d) un:3”75 ﬂun:?’( )

2. Méme question pour les suites définies par récurrence.

a) ug =1 et pour toutn >0, w1 =3(u, +1) | ¢) up=1etpourtoutn >0, w1 =u,+n+5

b) u; =3 et pour toutn > 1, u,y1 = u, — 5 d) u; =0,5 et pour toutn > 1, u,yy =1 —u,

m Exemple 8.4 — donner et exploiter le terme général d’une suite arithmétique.
Soit la suite arithmétique (u,,) de raison 3 avec u; = 2.

1. Pour n > 0, exprimer u,, en fonction de n.

2. Déterminer ug et uqg.

3. Déterminer le rang n pour lequel u,, = 101.

solution.
1. Pour toutn >0 : u, =us+3(n—5) =3n—15+2 = 3n— 13.
2. up=3(0) — 13 = —13 et uyp = 3(10) — 13 =17

3. On cherche n tel que u,, = 101, <= 3n — 13 =101. .. n = 38.
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8 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

Exercice 8.5 Voir la solution

Déterminer le terme général de la suite (u,) et déduire le terme de rang p.

1. a)
b)

u,) est arithmétique de raison 3, u; =1 et p = 10.
u,) est arithmeétique de raison 4, us = 15 et p = 25.

c) (u,) est arithmétique de raison —8, uy = 100 et p = 12.

2. a) (u,) vérifie la relation de récurrence u,.; = u, — 6, u; = 72 et p = 100.

b) (u,) vérifie la relation de récurrence u,,; = u, — 10 et uy = 200 et p = 10.

1 5
u, ) vérifie la relation de récurrence u,, 1 = u, — 3 et u; = 3 et p = 10.

u,,) vérifie la relation de récurrence u,; = u, + 0,25 et u; = 0,375 et p = 100.

(tn)
(un)
(un)
d) (u,) est arithmétique de raison —%, up =0 et p = 15.
(un)
(un)
c) (un)
d) (
Exercice 8.6 — reconnaitre le terme général d’une suite arithmétique. Voir la solution
1. Parmi les suites définies pour n > 0 par leur terme général, déterminer les suites arithmeé-
tiques et préciser leur raison.
A) w, =3n—2 ‘(B) U, =D —2n ‘(C) U, =n>—n ‘(D) U, =3 —n

2. Donner la raison et le sens de variation des suites arithmétiques définies pour n > 0 par

leur terme général :

(A) an:15—gn \ (B) b, =02n+3 \ (C) ¢, =—5+2n ‘(D) d, = —0,3n + 8
3. Associer chaque suite définie par son terme général avec sa représentation graphique.

(A) an:—§n+8 ‘(B) by =3n—5 ‘(C) Cn:2+§n ‘(D) d, = 25— 3n

Un 4 U U 4
241 . 10470 O Lo g ,°
18 [ ] . 8 ° o 8 . ° o 18 . °
. 6 ° 6 . o
12 ° 4 L] ° . 4 . ° [ ] 12 °
6 ° . n 2 ® . e N 2 * n 6 . ® ° n

o > > | IE) o
6112345617389 72!12345678910 72!12345678910 6112345678910

Exercice 8.7 Voir la solution

On réalise les 3 motifs suivants. On désigne par u,, le nombre de cubes du motif n :

i3 y

. Tracer le 4¢ motif.

p—d

2. Exprimer u,; en fonction de u,. Quelle est la nature de la suite (u,,)?
3. Déterminer le terme général de la suite.
4

. En déduire le nombre de cubes nécessaires pour réaliser le 47¢ motif.
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Exercice 8.8 Voir la solution

On réalise les 3 motifs suivants. On désigne par u,, le nombre d’allumettes du motif n :

D > _L D>

1. Tracer le 4¢ motif.
. Exprimer v, ; en fonction de u,. Quelle est la nature de la suite (u,)?

2

3. Déterminer le terme général de la suite.

4. En déduire le nombre d’allumettes nécessaires pour réaliser le 47¢ motif.
m Exemple 8.5 — exploiter la relation u,, — u, = r(n — p).

Soit (u,) la suite arithmétique de raison r tel que us = 2 et u;3 = 58.

Déterminer la raison r et en déduire I'expression pour n > 1, de u,, en fonction de n.

solution.
U13—U5_58—2_56_7
13—-5 13—-5 8

pour toutn >0 :u, =7(n—5)+2="7n—33 .

r vérifie w3 — us = (13 — 5), donc r =

m Exemple 8.6 — exploiter la relation u,, — u, = r(n — p).

Combien d’éléments y-t-il dans la progression arithmétique : 5, 11, 17, 23 ...851.

solution.

Il s’agit d'une progression arithmétique de raison r = 6.

851 —5
On pose u,, = 851 et u, =5 alors u,, —u, =7(n—p), n—p = 5 = 141
.. le nombre €éléments entre: u, et u, inclus est n — p + 1 = 142 nombres. "
Exercice 8.9 Voir la solution

Pour les suites arithmétiques suivantes, déterminer la raison et en déduire 'expression de u,

en fonction de n.

l. yp=3etu, =7. 3. u; = —4 et uyg = 38. 5. uy = 4 et ug = —6.
2. Ug = 3 et uy =17. 4. uy=5et U100 = —45. 6. Uy = 27 et U9 = 33.
Exercice 8.10 Voir la solution

Déterminer le nombre de termes dans les progressions arithmétiques suivantes :

1. 1;3:;5;7;...;99 4. 35;30;25;20;...; =25
2. 2;8;14;20; ...; 488 5.a—-12;a—-15;a—-18;a—-21;...; a =75
3.05:;09;1,3;1,7;...:53 6. a;a—2b;a—4b;a—6n;...;a—32b(aetb e R)
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10 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

8.3.2 Exercices : suites géométriques

Exercice 8.11 Voir la solution
Pour les suites géométriques (u,) données par le premier terme et leur raison r, exprimer w,,

en fonction de u,, et déterminer les 4 premiers termes de la suite.

_ _ _ _ 5 1
l. uy=1etqg=2. 2. ug=2etqg=-2 3.u0:?etq:—1 4. UO:_letq:Z
m Exemple 8.7 — reconnaitre une suite géométrique.
Quelle semble étre la nature des suites suivantes ?

1. up=12; w3 =36 ; uy = 108 ; ug = 324;

- Vo = 37U1_97U2_ 2771}3_81"”
solution. calculer les quotients de termes consécutifs
Uo 12 Uy 36 U9 108
". La suite semble étre géométrique de raison ¢ = 3.
o v1_ 19 1w -1/27 1w 1/81 1
v —1/3 37w 1/9 3wy, —1/21 3
1
*. La suite semble étre géométrique de raison ¢ = —3 n
Exercice 8.12 Voir la solution

1. Parmi les suites suivantes, entourez celles qui semblent géométriques.

(A) 3:12; 21; 30; ... (C) 1; —2: 4; —8; ... E) L: % %; le;
(B) 3; 12; 48; 192; ... (D) 40; 20; 10, 5; ... (F) 27: —9: 3; —1: ...
2. Les suites suivantes sont géométriques. Déterminer le 5¢ terme :
(A) 5: 15; 45; 135; ... (C) 432; —144; 48; —16; ... E) L: _%; }1; _é; _
(B) 9; —6; 4; —;; (D) 1;1,1;1,21;1,331; ... (F) a2 a*: b b
3. Pour les suites géométriques suivantes, donner la raison et déterminer le 5¢ terme :
(A) Va; 3va; 9a; 27va; ... | (C) 5% 106%; 208°%; 408%; . .. (E) % zg %
(B) 1:v2:2:2v2; ... (D) 5; 5°F"; 52t 5%+, TN
27478
m Exemple 8.8 — justifier qu’une suite est géométrique.

Déterminer si les suites suivantes sont géométriques en précisant la raison.
1. (u,) définie par n > 0 par u, = 4(3)>"™

2. (v,) définie par n > 1 par u, = n(—1)"
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solution.

1. (montrer qu’il existe q tel que le quotient de termes consécutifs est TOUJOURS égale a q)

Uns1 4 X 321+ _ 4(3)2n+3 _ g2nt3-2n-1 _ g2

Uy, - 4 x 32n+1 4(3)2n+1
. (u,) est une suite géométrique de raison 3? = 9.

2. (vérification que la suite n'est pas géométrique en calculant les premiers termes)

0 V2

vp=—-1,v=2,v3=-3, vy =4.: — # —

Vo 01
. (v,) N'est pas une suite géométrique. "
Exercice 8.13 Voir la solution

1. Déterminer si les suites définies pour n > 0 par leur terme général sont géométriques.

a) u, = 2(10)" c) u, = 0,75 x 3" e) u, =n2"
_5 2n
b) u, =2"—1 d) u, =5""1 f)un:2x(?)
2. Méme question pour les suites définies par récurrence.
a) up =1 et pour toutn > 0, w1 =4u, +7 c) u; = 3 et pour tout n > 1, u,41 = Tnu,
2Uy,
b) u; = 1,5 et pour toutn > 1, u, 1 = —5u, d) up =1 et pour tout n > 0, u,,1 = =
m Exemple 8.9 — donner et exploiter le terme général d’une suite géométrique.
Soit la suite géométrique (u,) de raison 1,05 avec us = 20
Pour n > 0, exprimer u, en fonction de n et en déduire u, et u;5 a 102 pres.
solution.
Pour tout n > 0 : u, = us¢" >, donc u, = 20 x 1,05"° (ou encore 20 x 1,057° x 1,05").
up = 20 x 1,05°7° ~ 15.67 et uy5 = 201,057° ~ 32,577 .
Exercice 8.14 Voir la solution

Déterminer le terme général de la suite (u,) et déduire le terme de rang p.
1. a)
b)

u,) est géométrique de raison 6, uy, = 1 et p = 10.
1

u,) est géométrique de raison 30 U= 4 et p=10.
—1

c) (u,) est géométrique de raison 3 u; =6 et p=12.

2. a) (u,) vérifie la relation de récurrence u,; = 5u, et up = 4 et p = 10.

1
b) (u,) vérifie la relation de récurrence u,,,; = —2u,, et u; = 3 et p =5.

u,) vérifie la relation de récurrence u, ; = 7" etus =3 et p=0.

(un)
(un)
(un)
d) (u,) est géométrique de raison v/3, u; = 1 et p = 8.
(un)
(un)
c) (un)
(tn)

d) (u,) vérifie la relation de récurrence u,,; = 1,02u,, et u; = 500 et p = 40.
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Exercice 8.15 Voir la solution

Donner le sens de variation et la limite des suites géométriques définies par récurrence :

1. (u,) définie par vy =5 et pour n > 0, u,41 = 1,2u,

2. (u,) définie par uop = —1 et pour n > 0, u,+1 = 1,35u,

3. (u,) définie par ug = —10 et pour n > 0, u,1 = —1,1u,
4. (u,) définie par uo = —5 et pour n > 0, u,1 = 0,95u,

5. (u,) définie par vy, = 3 et pour n > 0, u,+1 = 0,25u,

6. (u,) définie par ug = —3 et pour n > 0, u,1; = —0,84u,

7. (u,) définie par uy = 2 et pour n > 0, u, = %
8. (u,) définie par ug = 1 et pour n > 0, u, = 4%

m Exemple 8.10 — reformuler une expression sous la forme aq".

5(10)>" % =5 x (10%)" x 107° = = x (100)"  2(1.25)'" " =2x (1.257')" x 1.25" = g (g)n

Exercice 8.16 — reconnaitre le terme général d’une suite géométrique. Voir la solution

1. Ecrire le terme général des suites suivantes sous la forme a x ¢"
(&) a, = —10(1,5)"* C) en=-3x(3)7" (E) e, =5(0,25)*"""
(B) b, = 12(—0,4)™" (D) d, =2 x (0,2)*™" (F) f,=5(-1,1)>"""
2. Parmi les suites définies pour n > 0 par leur terme général, déterminer les suites géomé-

triques et préciser leur raison.

(A) uw, =7 x0.5" (C) u, =1,1n (E) u, =4"°
2

3. Donner la raison et le sens de variation des suites géométriques définies pour n > 0 par
leur terme général :

A) a, = 1,05

(C) ¢, =5 x 0,9 (E) e, = —0,95"

(B) b, =2 x 1,257 (D) d, = —2(1,3)" (F) f, = 12(—0,75)"

4. Associer chaque suite définie par son terme général avec sa représentation graphique.

n—1 n—1 n—1 _3\n—1

(A) a, =18 (2) | (B) b, = =18(3)" | (©) ¢, =18(3) | (D) d, =18 ()
3 M 2 u 2
Un 750 e 184 600 4 .

%g . 600 12 . 388 . "
12 * ggg [ ’ 0 hd (] Py ;n I syt ® - >
8 d . ! e iy 2001 123458780910
4 *.. n 150 Ve n —61 123456780910 _yp §

° o o, aee > 12 . —600

I > I °

-4+ 12345678910 —1501* 12345678910 —18 —800
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m Exemple 8.11 — utiliser la relation u,, = upq("_p) pour déterminer la raison q.

Déterminer le terme général u,, en fonction de n pour les suites suivantes :

1

1. pour n >0, (u,) est géomeétrique, uy = ¢ et u; = 1.

2. pour n > 1, (u,) est géométrique, u; = 7, uz = 63 et la suite est croissante.

solution.
w 1/4 3 1 /3\"
l.g=—=—==-.Pourn>0,u,=uq"=-|=] .
1= % T 16 2 ~ T =5 \2
U 63 .
2. q2:—3:—:9.q:—30uq:3.
U1 7
La suite étant monotone, ¢ > 0. Donc pour tout n > 1 : u, = u;¢" " = 7(3)"* .
Exercice 8.17 — déterminer le terme général d’une suite géométrique. Voir la solution

Déterminer la relation de récurrence et le terme général des suites géométriques suivantes :

1. a) up=3etu =12, | b) up =6, et uy = 9.

2. a) up=1, et ug =9. (u,) est croissante. c) u; =4 et uz = 108. (u,) est non monotone.
b) ugs =3 et uy = 634 (u,) est décroissante. d) ug = —%, et up = —g. (u,) est monotone.

3. a) us = 16 et ug = 128. MWZMdMFH¥

Dans un plan d’épargne, les intéréts sont dit composés lorsqu’ils sont calculés sur la base
de la somme totale accumulée a l'échéance précédente.
On note uy le placement de départ, et u,, le placement aprés n échéances. La suite (u,) est

une suite géométrique u, 1 = CM X u, = (1+ TFE)u,

m Exemple 8.12
Un placement 200 € en intéréts composés de 3% est multiplié par 1.03 chaque année.
Le capital accumulé vérifie : uy = 200 et pour tout n > 0 : u, 1 = 1,03u,,.

(u,) est une suite géométrique de raison 1,03, aprés n échéances u, =.............c.coeuene... .

Exercice 8.18 Voir la solution
Dans chaque cas u,, désigne le montant d’'un placement aprés n échéances. Préciser la relation
de récurrence ainsi que la forme explicite.
1. intéréts composés 5%, uy = 2000€ . dépréciation composée de 7%, uy = 500€

3. intéréts composés 1%, uy = 10000€ . dépréciation composée de 9%, uy = 300€

5

2. intéréts composés 2%, uy = 4000€ 6. dépréciation composée de 12%, ug = 100€
7
8

4. intéréts composés 10%, u; = 400€ . dépréciation composés de 3%, u, = 200€
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14 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

8.3.3 Exercices : problemes simples

Exercice 8.19 Voir la solution
Les premiers 3 termes de la suite (u,) sont u; =5, us = = et ug = 11.

Sachant que la suite (u,) est arithmétique, déterminer =.

Exercice 8.20 Voir la solution
Les premiers 3 termes de la suite (u,) sont u; = z, uy = 2 + 1 et uz = 2° + 4.

Sachant que la suite (u,) est arithmétique, déterminer z.

Exercice 8.21 Voir la solution
Les premiers 4 termes de la suite (u,) sont u; = 6, uy = = et u3 = y et uy = 18. Sachant que la
suite (u,) est arithmétique, déterminer z et y. En déduire la valeur de wu;q

Exercice 8.22 Voir la solution
Les premiers 3 termes de la suite (u,) sont u; = z, uy = 3z — 5 et us = 2° — 6.

Sachant que la suite (u,) est arithmétique, déterminer x et les valeurs possibles du 4¢ terme.
Exercice 8.23 Voir la solution
k est un réel, (u,) est une suite arithmétique tel uqe u, = k +4, uy = 4k — 2 et ug = k% — 2.

1. Montrer que k* — 7k +6 =0

2. Déterminer les valeurs possibles de £ et la raison r de la suite dans chaque cas.

3. Sachant que (u,) est décroissante, exprimer u, en fonction de n.

Exercice 8.24 Voir la solution
Les premiers 3 termes de la suite (u,) sont u; = x, uy = 2z et u3 = x + 9.

Sachant que la suite (u,) est géométrique, déterminer x.

Exercice 8.25 Voir la solution
Les premiers 3 termes de la suite (u,) sont u; = vr — 1, up = 1 et ug = o + 1.

Sachant que la suite (u,) est géométrique et monotone, déterminer z et la valeur de us;.
Exercice 8.26 Voir la solution
Soit la suite géométrique (u,,) définie pour n > 1, de raison ¢ avec u; = 64.

1. Exprimer u, et uz a I'aide de gq.

2. Sachant que u3 — us = 20, montrer que ¢ vérifie 16¢> — 16¢ — 5 = 0.

3. Sachant que la suite (u,,) converge vers 0, déterminer ¢. Justifiez votre choix.

4

. Déterminer u,.
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Exercice 8.27 Voir la solution
La suite (u,) vérifie ug = 1 et pour tout n > 0 : u,2 = Upig + Usp.

On suppose que la suite (u,) est géométrique de raison ¢ et que nl_l)I;Lnoo U, = 0.

1. Exprimer u,, et u,,; a I'aide de ¢ et u, et déterminer une équation vérifiée par g.

2. En déduire la valeur admissible de g.

3. Exprimer pour tout n > 0, u,, en fonction de n.

Exercice 8.28 Voir la solution
La suite (u,) vérifie ug = 1 et pour tout n > 0 la relation de récurrence 2u, o = 3u, 1 —

On suppose que (u,) est une suite géométrique décroissante de raison q.

Déterminer ¢ et exprimer pour tout n > 0, u,, en fonction de n.

8.3.4 Exercice : maitriser les définitions pour démontrer

Exercice 8.29 Voir la solution
Unp+1 + Up—1

Soit une suite arithmétique (u,,) de raison r. Démontrer que pour tout n > 1, u, = — 5

Exercice 8.30 Voir la solution

Soit une suite géométrique (u,) de raison ¢ > 0 avec u, > 0.

Démontrer que pour tout n > 1, u, = \/Up11Up—_1-

Exercice 8.31 Voir la solution

Soit une suite arithmétique (u,,) de raison r, et soit suite (v, ) définie pour n > 0 par v,, = 5u,, + 3.
Démontrer que (v,) est aussi arithmétique et préciser sa raison.

Exercice 8.32 Voir la solution
Soit une suite arithmétique (u,,) de raison r, et une suite arithmétique (v,,) de raison .

Soit la suite (w,) définie pour tout n > 0 par w,, = u, + vy.

Démontrer que (w,) est aussi arithmétique et préciser sa raison.

Exercice 8.33 Voir la solution
Soit une suite géométrique (u,) de raison ¢ et la suite (v,) définie pour tout n > 0 par v, = (u,)>.
Démontrer que (v,) est aussi arithmétique et préciser sa raison.

Exercice 8.34 Voir la solution
Soit une suite géométrique (u,) de raison ¢, et une suite géométrique (v,,) de raison ¢'.

Soit la suite (w,,) définie pour tout n > 0 par w,, = u,v,.

Démontrer que (w,) est aussi géométrique et préciser sa raison.
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16 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

8.3.5 Exercices : suites auxiliaires

m Exemple 8.13 — les suites arithmético-géométriques.

Soit la suite (u,) définie par up=1etVn >0 : u, 1 =5 — gun

Soit la suite (v,) définie pour n > 0 par v, = u,, — 3.

1. Exprimer u, en fonction de v,.

2. Montrer que la suite (v,) est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.
3. Exprimer v, en fonction de n et en déduire que pour toutn >0, u, =3 — 2 X (—g)n
4

. Justifier la limite de la suite (u,).

Démonstration.
1. Pour toutn > 0, u,, = v, + 3.

2. Un+1 = Upy1 — 3
utiliser la relation de récurrence

2
=5—--u, —3
3 , ,
9 > exprimer en fonction de v,
=5—=-(v,+3)—3
3
2
=5—-v,—2-3
31]
2
= ——’Un
s 2
.. (v,) est une suite géométrique de raison g = —3 et de premier terme vy = ug — 3 = —2.

2\ " 2\ "
3. Pourtoutn}O,vn:voq”:—Qx(—§> etun:vn+3:3—2x(—§) .

n——+0oo n—-+00

2 2\"
4, -1 <q= —3 <1, donc lim <_§) =0, et donc lim wu, = 3.

Figure 8.1 — Dans le chapitre 5, une représentations en escalier nous a permis d'identifier que la suite (u,)
n'est pas monotone, et elle semble converger vers la solution de lim wu, = 3.

n—-4o0o
A Yy
5 .
$
4 )
3 .
2
2 A EEY) -
. \\92
S A
l -
HE) 7;2§ V4 wi—, v3 V1
1 2 3 4 5 T
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8.3 Exercices 17

Soit une suite (u,,) vérifiant la relation de récurrence u, ,; = au, + b.

— Sia=1, upy1 = u, + b, la suite (u,) est arithmétique de raison b.

— Sib#0, upi1 = auy,, la suite (u,) est géométrique de raison a.

— Si b # 0 et a # 1 la suite est dite arithmético-géométrique. Elle n’est ni arithmétique, ni

géomeétrique.

Exercice 8.35 Voir la solution
la suite (u,) définie par vy, = 3 et pour tout n > 0 la relation u,; = 1,25u,, + 5.
1. Calculer les valeurs exactes u; et us.
2. Déterminer la solution ¢ solution de I'’équation ¢ = 1,25¢ + 5.
3. On définit la suite (v,) sur n > 0 par v, = u,, — £.
a) Déterminer v.
b) Exprimer u, en fonction de v,.
c¢) Exprimer v, en fonction de w,.
d) Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera son premier terme et sa raison.
4. En déduire que tout n > 0, u,, = 23(1,25)" — 20.
5. Donner en justifiant la limite de la suite (u,).
6. Justifier que la suite (u,) est strictement croissante.
Exercice 8.36 Voir la solution
Soit (u,) la suite définie par uy = 250 et, pour tout n > 0, u,+; = 0,72u,, + 420.
1. Calculer les valeurs exactes u; et usy.
2. Résoudre I'équation ¢ = 0,720 + 420.
3. Soit (v,) la suite définie, pour tout n > 0, par v, = u,, — /.
a) Calculer vg.
b) Exprimer u, en fonction de v,.
c¢) Exprimer v, ; en fonction de w,.
d) Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera son premier terme et sa raison.
e) En déduire I'expression de v, en fonction de n.
4. En déduire que pout tout n > 0 : u,, = 1500 — 1250 x 0,72".
5. Donner en justifiant la limite de la suite (u,).

6. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.
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Exercice 8.37 — entrainement. Voir la solution

Soit la suite v définie par ug = 15 et pour tout n € N : u, 11 = 0.75u,, + 3.

1. a) Calculer les valeurs exactes de u; et us. Loy =
b) Compléter le script ci-contre afin qu’en fin d'exécu- | ., | _ ,
tion, la variable v prend la valeur de u,. 5 fer 4 dm werEe (0l
2. Résoudre I'équation ¢ = 0,75¢ + 3. . u =
3. Soit (v,) la suite définie, pour tout n > 0, par v, = u, — /. . n=n + 1

a) Calculer vj.
b) Exprimer u, en fonction de v,.
c¢) Exprimer v,,; en fonction de u, puis en fonction de v,.
d) Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera son premier terme et sa raison.
e) En déduire 'expression de v, en fonction de n.
4. En déduire que pout tout n > 0 : u, = 13(0,75)" + 12.
5. Donner en justifiant la limite de la suite (u,).
6. Montrer que la suite (u,) est strictement décroissante.
Exercice 8.38 — un roman-probléme type bac. Voir la solution
Un parc d’attraction propose a ses visiteurs des pass annuels donnant acceés illimité a 1'en-
semble du site.
En 2019, 5000 visiteurs achétent le pass. Chaque année, le directeur de parc prévoit que 90%
de ces visiteurs renouvelleront leur pass et 800 nouveaux visiteurs en achéteront un.
On note u,, le nombre de visiteurs ayant un pass annuel en 2019 + n.
1. Déterminer la valeur de ug et u;.
Justifier que pour tout n > 0, u,; = 0, 9u, + 800.

Résoudre I'équation ¢ = 0, 9¢ + 800.

=W N

Soit (v,) la suite définie par v,, = u, — ¢.

a) Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera son premier terme et sa raison.
b) Donner l'expression de v, en fonction de n.

¢) En déduire I'expression de u, en fonction de n.
5. Combien peut-on prévoir qu’il y aura de visiteurs détenteur du pass annuel en 2040 ?

6. Justifier la limite de la suit (u,) et en donner une interprétation dans le contexte de 'exercice.
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Exercice 8.39 — un grand classique : suites et probabilités. Voir la solution

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe a chacun de ses clients un panier de

produits frais qui contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement

durable, il fait le choix de bouteilles en verre incassable et demande a ce que chaque semaine,

le client rapporte sa bouteille vide.

On suppose que le nombre de clients de 'agriculteur reste constant.

Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

— alissue de la premiére semaine, la probabilité quun client rapporte la bouteille de son
panier est 0,9

— si le client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il
ramene la bouteille du panier la semaine suivante est 0,95

— si le client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il
ramene la bouteille du panier la semaine suivante est 0,2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I'agriculteur. Pour tout entier naturel n

non nul, on note R, I'événement «le client rapporte la bouteille de son panier de la n-iéme

semaine » et r, = P(R,,).

1. Compléter I'arbre des probabilités modélisant la situation pour les n-iéme et (n + 1)-iéme

semaines.

2. Justifier que pour toutn > 1, r,.; = 0,75r, — 0,8.

3. Soit la suite (v,) définie pour tout n > 1 par v, = r, — 0,8.
a) Déterminer v;.
b) Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 0,75.
c¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

4. En déduire que pour toutn >1,ona: r, =08+ % x 0,75"

5. Quelle est la limite de la suite (r,) lorsque n tend vers +oco. Interpréter le résultat dans le

contexte de I'exercice
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20 8 Suites (2) Suites arithmétiques et géométriques

1
m Exemple 8.14 — indication. Soit = # 5

3w . .
Sachant que y = , exprimer z en fonction de y.

2z +1
Démonstration.
s 2 =TT on 1) =356 <> 2oy ty=3z—6
x 5 0 YT oor1 y(2z =3z xy+y=3x n
— y+6 =3z — 2y
> factoriser x
<~ y+6=2x(3—2)
— =2 0
3—2y
Exercice 8.40 Voir la solution
3 2uy,
Soit la suite (u,,) définie pour n > 0 par uy = 5 et pour toutn >0 : u, 1 = ﬁ
Un
1. Calculer les valeurs exactes de u; et us.
4u
2. Soit 1 ite (v,) défini >0 = "
oit la suite (v,) définie pour n par v 0 13
a) Déterminer vy.
b) Exprimer v, en fonction de u,,.
2
c) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = =
d) Exprimer le terme général v,, en fonction de n.
3. Montrer que pour n > 0 on a u,, = 1 Un (voir encadré).
— vn
s 3(0,4)"
4. En déd toutn >0, u, = ————.
n déduire que pour tout n Un = 200,47
5. Quelle est la limite de la suite (u,)?
Exercice 8.41 Voir la solution
3u, — 8
Soit la suite (u,) définie pour n > 0 par uo =1 et pour toutn > 0 : u, 1 = 2u %
Up —
1. Calculer les valeurs exactes de u; et us.
n—3
2. Soit la suite (v,) définie pour n > 0 par v, = “ 5
Uy —

a) Déterminer vy.
b) Exprimer v,,; en fonction de wu,,.
c) Montrer que (v,) est une suite arithmétique de raison 2.

d) Exprimer le terme général v, en fonction de n.

20, — 3 ) .
3. Montrer que pour n > 0 on a u,, = v 1 (voir encadré).
Up —
B dn+1
Coan+4 17

4. En déduire que pour tout n > 0, u,
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Exercice 8.42 Voir la solution
. . P dUn + 6
Soit la suite (u,) définie par ug = —1 et pour tout n > 0, u,,1 = R
5r46 .
On note f la fonction définie sur |—4; 4+o0o| par f(z) = 9:: Ainsi pour tout n > 0, w41 = f(uy).
T

La fonction f est représentée ci-dessous :

a) Tracer la droite d’équation y = x

—

b) Représenter sur I'axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite (u,).

Conjecturer le sens de variation ainsi que la limite de la suite (u.
Uy — 3
Uy + 2

2. Soit la suite (v, ) définie pour n > 0 par v, =
a) Déterminer vy.
b) Exprimer v,,; en fonction de u,,.
c) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = %

d) Exprimer le terme général v, en fonction de n.

—2v, — 3
3. Montrer que pourn > 0 on a u, = U—.
(2) 1 u =
4. En déduire que pour toutn > 0, u, = (72) .
2) = 2 p= 0
Justifier que lim wu, = 3. .
n——400 3 while
5. Compléter le script ci-contre afin qu’il affiche le pre- . y =
mier rang p a partir duquel w,, > 2.999. 5 p= p+1
6. Déterminer par la méthode de votre choix la valeur 6 print( p )

affichée par le script.
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Exercice 8.43 — Tours de Hanoi. Voir la solution
Les Tours de Hanoi est un jeu mathématique. Il est composé de trois tiges et d'un certain
nombre de disques de tailles différentes qui peuvent glisser sur n'importe quelle tige. Lorsque
le puzzle commence, les disques sont empilés de maniére ordonnée sur la premiére tige, classés
par taille, le plus petit étant en haut.

Lobjectif du puzzle est de déplacer toute la pile vers la derniére tige, en respectant les régles
suivantes :
— un seul disque peut étre déplacé a la fois d'une tige a une autre;
— aucun disque ne peut étre placé sur un disque plus petit.
Par exemple, avec 2 disques, la solution utilisant le moins de mouvements possibles est :

bl 1dbdh 118

Etape 0 Etape 1 Etape 2 Etape 3

Soit n > 1 le nombre de disques, on désigne par u, le nombre minimal de mouvements
nécessaires pour résoudre le puzzle. Ainsi u; = 1 et uy = 3.

1. Sachant que u3 = 7, pouvez-vous trouver un déplacement solution pour 3 disques ?

2. Utilisez le dessin suivant pour expliquer comment trouver un lien entre la solution avec

n — 1 disques et la solution avec n disques.

C2) (1)
o C2)
ol
o n—1
Etape 1 Etape 2 D
(1) C2)
=

Etape 3 Etape 4

3. En déduire que pour tout n > 1, u,, = au,,_; + b, ou a et b sont des entiers a déterminer.

4. Montrer que pour toutn > 1, u,, = 2" — 1. 2" — 1, ou n est le nombre de disques.

5. Selon une ancienne prophétie indienne, résoudre un puzzle des Tours de Hanoi avec 64
disques entrainera la fin du monde.
Si un mouvement prend une seconde, combien de temps faudra-t-il avant que le monde ne

prenne fin ? Donnez la solution exacte en secondes puis une approximation en années.
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