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2 10 La fonction exponentielle

10.1 Fonctions exponentielles

Définition 10.1 Soit un réel strictement positif a > 0, a # 1.

xT

Une fonction exponentielle de base a est une fonction définie sur R par f(z) = a”.

® Le cas a = 1 est exclu car la fonction f définie par f(x) = 1% =1 est une fonction constante (et non exponentielle).

m Exemple 10.1

Pour un réel a« non nul, on connait la signification de «” pour les valeurs entiéres de = :

1 1 —1
4% = 64 27l = —2)7% = =— —5% = —25
2 (=2) (—2)3 8
et pour certaines valeurs rationnelles de z
1 1
42 =4 =3 43 = V/4

g (4%)5 95— 3 45 = (VA)' = (VAVAVD VAV = 49391

Plus généralement, pour p et ¢ entiers non nuls on peut définir : a7 = (\‘I/E)p .

Il n’est pas trivial de donner un sens a I'écriture «” pour z ¢ Q irrationel. Pour le moment on

interpréte aV? avec v/2 ~ 1.414214 comme la valeur limite de la suite o™* = ( Y/a)", a**' = ("Ya)"!,

1,414 1,414 2 1,414 21

a a a

» Exemple 10.2 Utiliserez votre calculatrice pour évaluer :
1. Pour f définie sur R par f(z) = 2%, f(—3,1) = 2% 2 0.3415101
2. Pour f définie sur R par f(z) =277, f(r) =277 ~ 0.3366225

3. Pour f définie sur R par f(z) = 0,6%, f (2) = 0,6** ~ 0.6817316

® Les fonctions exponentielles de base a sont des fonctions transcendantes : on ne peut pas exprimer a® comme

solution d'une équation polynomiale a partir de a et x.

Propriétés 10.1 — propriétés des écritures exponentielles. Soit un réel positif a > 0 :
() a®*=1.

(ii) Pour toutz € R : a® > 0.

1 .1 _
(iii) Pour toutz € R:a * = —, en particulier a 1
a a
(iv) Pour tout z; et x, € R : a®'a*? = o™ 2,

T1—T2

(v) Pourtoutz; etz e R: — =a
a

nT
.

(vi) Pour toutn € Zetx € R, on a (a*)" =a
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T .

Propriétés 10.2 Soit la fonction exponentielle de base a > 0 définie sur R par f(z) = a
() £(0) =1.
(ii) Pour tout z € R: f(x) > 0.

(iii) Pour tout x € Ron a f(—x) = ﬁ
(iv) Pour tout z; et zo € Ron a f(z; + x2) = f(x1) f(x2). En particulier f(z + 1) = af(x).
(v) Pour tout z; et z, € R on a fa) = f(x1 — x9).

f(w2)

Figure 10.1 — Représentations de fonctions exponentielles f(z) = a® pour différentes valeurs de a.

(a) Les fonctions exponentielles de base (b) Les représentations graphiques de x — a” et x — (%)x =a~ " sont
a > 0 sont strictement monotones. symétriques par rapport a |'axe des ordonnées.

O<axl

Propriétés 10.3 — variation, admis. Soit un réel a > 0, a # 1.
La fonction exponentielle de base a définie sur R par f(z) = a® est strictement monotone :
1. Sia > 1 alors f est strictement croissante.
Si0 < a<1alors f est strictement décroissante.
2. Tout réel £ > 0 admet un antécédent unique par f :

Vk >0 il existe un unique réel xt € R f(z) =a”" =k

m Exemple 10.3
1. La fonction définie sur R par f(z) = 1.25” est strictement croissante sur R.
2. La fonction définie sur R par f(z) = 0.9 est strictement décroissante sur R.

3. La fonction définie sur R par f(z) =1.57" = = = (1—15)‘T est strictement décroissante.
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4 10 La fonction exponentielle

Postulat 10.4 — admis.

La fonction exponentielle définie sur R par f(z) = a” est dérivable sur R.

Les propriétés 10.1 et le postulat 10.4 permettent d’affirmer que la dérivée d'une fonction
exponentielle /' est proportionnelle a f.

Propriété 10.5 Soita > 0 et a # 1.

Soit f la fonction exponentielle de base a définie sur R par f(x) = o”. Il existe k € R tel que :

VeeR  f'(z)=kf(x)

Démonstration. On calcule le taux d’accroissement :

flat+h)—flx) a™"—a® (a"—1)a®  f(h)— f(0)

Pour tout z e R : . = . = ; = ; f(x) ]
. h) — . h) — f(0
i 141 = S10) _ f(x)%g%f( ) 1 >
=£7(0)

f'(x) = f1(0) x f(x)

m Exemple 10.4 Illustration a I'aide de Desmos :

1. Pour f: x — 1.5%, la fonction dérivée vérifie f'(z) ~ 0.41 x 1.5%,
(

Pour f: z — 2%, la fonction dérivée vérifie f’

(
x) ~ 0.69 x 2%,
Pour f: z — 2.5%, la fonction dérivée vérifie f'(z) ~ 0.92 x 2.5".
(

Pour f: z — 3%, la fonction dérivée vérifie f'(z) ~ 1.10 x 3.

AR

Pour f: z — 3.5, la fonction dérivée vérifie f'(z) ~ 1.25 x 3.5%.

Figure 10.2 — Il semble qu'il existe une base e & 2.7183 pour laquelle /' = f et f(0) = 1.

yh yl

A

exp(l) = e~ 2.7183

() = exp(z)

»
>

xT
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6 10 La fonction exponentielle

10.2 Définition de la fonction exponentielle

Théoréme 10.6 — d’existence. Il existe une fonction dérivable sur R tel que f(0) =1 et f' = f.

Lemme 10.7 Si f est une fonction vérifiant 10.6 ne s’annulle pas et vérifie : :

pour tout z € R fl)f(—z) =1

Démonstration.

Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = f(z)f(—=x).

Lemme 10.8 — d’unicité. Il existe une unique fonction f vérifiant le théoréme 10.6.

Démonstration.
Soit deux fonctions [ et g vérifiant le théoréme 10.6........... ... i,

Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = @ :

g(z)
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10.2 Définition de la fonction exponentielle 7

Notation 10.1 La fonction exponentielle notée exp est I'unique fonction dérivable sur R
vérifiant f' = f et f(0) =

exp(0) =1 exp’(z) = exp(x)

Corollaire 10.9 Soit deux réels a, b € R.

La fonction f: z — exp(az + b) est dérivable sur R et pour tout z € R on a f'(z) = aexp(az +b).

Lemme 10.10 — de positivité. Pour tout = € R, exp(z) > 0.

Démonstration. Soit la fonction ¢ définie par ¢(z) = exp (%) exp (%) = (exp (%))2

Théoreme 10.11 La fonction exp: x — exp(z) est strictement croissante sur R.

Démonstration. Sa fonction dérivée étant elle-méme et elle est positive ! u

Corollaire 10.12
Si a > 0, la fonction = — exp(ax + b) est strictement croisante sur R.

Si a < 0, la fonction x — exp(ax + b) est strictement croisante sur R.
I Définition 10.2 — nombre d’Euler. On note e = exp(1) ~ 2.71828183 .

Propriétés 10.13 PourtoutzetyecRetn € N

(i) exp(0) =

(ii) exp(—z) = eX;( ]

(iii) exp(z +y) = exp(x) exp(y). En particulier exp(z + 1) = eexp(x)
(iv) exp(nz) = (exp(z))". En particulier exp(2z) = (exp(z))>.
(v) exp(z) > 0, et \/exp(z) = exp (g)
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8 10 La fonction exponentielle

Démonstration.
(i) par définition
(ii) conséquence du lemme 10.7

(iii) Pour y fixé, on définit la fonction ¢ sur R par ¢(z) = —exp(x + y).

exp(y)

v vérifie aussi les conditions du théoréme 10.6.
_ exp(z +y)

Par le lemme d'unicité 10.8, pour tout =z € R : exp(z) = ¢(z) exp(y)

(iv) application répétée du (iii), par exemple pour n = 3 :

o o) = o (5 +2) = (5) e (2) = (o0 ()’

I Notation 10.2 — puissance. On note pour tout z € R : e” = exp(x).

Cette notation est cohérente permet d’affirmer reformuler les propriétés 10.13 comme une
géneéralisation des propriétés connues des puissances a exposants entiers.
Propriétés 10.14 PourtoutzetyecRetn e N

() e =1ete' =e=exp(l)

1
w1
(ii) e * = o
_ e’
(iii) e*™ = ee? et e” v = o
e

(iv) (e*)" =e" pour n € N

1
(v) e > 0 et ver = e2”

n

® Pour un exposant n € Nona:e" =exe...cete” = o

® La suite (€"") = (exp(nx)), _, est une suite géométrique.
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10.3 Equations exponentielles (un début pour la terminale)

Définition 10.3

Une équation exponentielle est une équation dans laquelle I'inconnue apparait en exposant.
Pour résoudre une équation exponentielle, on pourra utiliser les propriétés des puissances,
ainsi que le principe suivant :

a* =a¥ <= x =y

m Exemple 10.5 — résolution en ramenant a la méme base.
4772 =16 37 =3 x 97!
4772 = 42 37 =3x (33"
r—2=2 3o _ gl+2(a—1)
z=4 T=2r—-1 <= z=1
m Exemple 10.6 — quelle puissance a” vaut b7.
puissance,(8) = puissance,(64) = puissance,,(100) =
puissance,(25) = puissance. (1) = puissance,,(1 000 000) =
puissance,(27) = puissance,(1) = puissance. (1) =
puissance,(1) = puissanceg(é) = puissance,,(10) =
puissance,(16) = puissance, (5) = puissance,, ,,(100) =
Définition 10.4 — logarithmes de base a > 0 et a # 1. Soit le réel positif b > 0.

L'unique solution de I'équation «¢” = b d'inconnue z s’appelle « logarithme de base a de b ».
On la note log,(y) :

(notation exponentielle) o® =b <= = =log,(b) (notation logarithme)

® b admet un unique antécédent par la fonction exponentielle de base a : f: = +— a”.

= Exemple 10.7

1. log,(8) = 3 car 2° = 8.

2. log,(25) = 2 car 5* = 2.

3. log.(—25) n'est pas défini car I'équation 5 = —25 n’admet pas de solution.
4. log ,(16) n’est pas défini, car la base du logarithme doit étre a > 0.
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10 10 La fonction exponentielle

Notation 10.3 — logarithme de base 10. Soit b > 0.
L'unique solution de I'équation 10° = b s’appelle logarithme en base 10 de b, et se note

simplement log, ,(b) = log(b).

m Exemple 10.8
log(10) = 1 signifie 10 = 10" log(100) = 2 signifie 100 = 10?

log(10'") = . .. log(0,001) = —3 signifie 0,001 = 1073
g g g

= Exemple 10.9 Résoudre les équations suivantes. Vous donnerez une solution a 10~° pres.

10°7% = 300 3 x 10** = 250
250
x — 2 = log(300) 10** = =3
= 10g(300) + 2 ~ 7.704 27 — log (22())
1 2
r = —log 20 ~ 2.211
2 3
Définition 10.5 — logarithme naturel ou népérien.

Soit les réels positifs y >0 et a >0, a # 1.

1. Les équations y = e” et y = exp(z) d’'inconnue = admettent une unique solution.
2. y admet un unique antécédent par la fonction exponentielle : f: z — exp(z) = e”.
Ce réel est noté In(y) = log,(y) « logarithme népérien de y »:

y=e" <= z=In(y)

= Exemple 10.10
In(1) = 0 signifie e’ =1 In(2) ~ 0.69315 signifie que €’ ~ 1.99991.
In(e) = 1 signifie e' = e In(10) ~ 2.30259 signifie que e**** ~ 10.00015.
In(e?) =
1 1

In(ve) =In(e2) = 5 In(e”) ==z

1
In{-)=Ine?!)=-1
n (e) ne )

I Notation 10.4 Soit un réel ¢ > 0. Pour tout z € R on définit : «* = exp(zIn(a)) = e™¥**,

Théoréme 10.15 La fonction exponentielle de base a définie sur R par f(z) = a® est dérivable :

f'(z) = In(a)a®
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10.4 Exercices

10.4.1 Exercices :

Exercice 10.1

1. Compléter les tableaux de valeurs des fonctions suivantes.

fonctions exponentielles de base a, approche qualitative

Voir la solution

x -1 0 1 2 3 x -3 —7 —1 0 1
flz)=2"-1 flz)=47" 16 4
9% =7 | =1 0 1 2 3 x —4 | -3 | -2 | -1 0 1
g(x)=57" 0.2 h(z) =37" 3
7 = =1l 0 1 2 7 = =1l 0 1 2
5 x 2 x
i(x) = Z) 1 1.25 jlx) = (5) 1 0.4
2. Déterminer I'ordonnée a l'origine des fonctions définies sur R par :
a) f(x)=0.25" c) f(x)=-Tx3"+6

a(x) = 3°

>

(1;1)

|
W=
»

| b(z) =

[
>

b) f(z) = 3 x (}1)

3. Associer chaque fonction donnée par son expression pour z € R a sa représentation :

31’

1

—1

A

_31‘1

L

V

A 4

| d(z) = 37"

A

4. Représenter a main levée les fonctions définies sur R par leur expression :

Préciser lU'ordonnée a lorigine, l'image de 1 et le comportement en +oco et —oc.

a(x) = 6 y—5

| b(z) =

A

0.5 4+2
y

| ez) =

3—x+2

Y
A

A 4

| d(x)

= 4x5"+2
Y

A

A 4

A 4

A 4

5. Déterminer I'expression de la fonction f définie sur R par f(z) = «” dont la représentation

graphique passe par le point A(4 ; 9).
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6. Déterminer les expressions des fonctions définies sur R par f(z) = ka” dont les représenta-

tion sont données ci-dessous
Yy .
A (3 ; 192) A

05 3) z ;7 .

\ 4

Exercice 10.2 Voir la solution
A T'aide de votre calculatrice donner la valeur approchée a 10~° pres, de I'image de a par les

fonctions exponentielles données par leur expression.

1. f(x)=34" et a = 5,6. 3. f(x)=5"eta=—m. 5. f(x)=5000(2%) et a = —1,5.
3 2\ > 3
2. f(z)=23"€eta= o8 4. f(z) = (g) eta= 5. 6. f(x) =200(1,2)"* et a = 24.
m Exemple 10.11 — résoudre des équations exponentielles en ramenant a la méme base.
1 1
2" =16 3+ = — 4 =8 9772 = =
27 3
oz _ 94 37+2 _ -3 (22)96 — 93 (32)%2 — 31
T =4 T4+2=-3 2% =23 32(e—2) _ 3-1
3 3
z=-5 2$:3<:>33:§ 2x—4:—1<:>x:§
Exercice 10.3 Voir la solution

Résoudre dans R les équations linéaires suivantes puis vérifier les solutions obtenues.

L. (El) 2"=2 ‘ (EQ) 27 = 1 ‘ (Eg) T3 — 1
2 4
2. (E)) 3 =27 ‘ (Fy) 3% — % ‘ (E3) 351 =9
3. (By) 2° =1 | (Ep) 6°T1 =1 | (E5) 01775 =1
4. (By) 26 = 2te2 ‘ (E,) 2"t =8 ‘ (B;) 2072 = 1
2
Exercice 10.4 Voir la solution

Résoudre dans R les équations linéaires suivantes puis vérifier les solutions obtenues.

1. (E)) 25" =5 ‘ (By) 47 — é ‘ (F3) 0.1° = 1000
. r—3 — 1 1—z o 1
2. (Fy) 9 3 () <Z) _ g (Ey) 42 125
3. (BE,) 3% =9*% | (Ey) 5°T% x 257% = 625 | (B5) 4°72 -8 =0
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m Exemple 10.12 Résoudre dans R I'équation 2% — 7(2°*!) = 8.

22X 22 _Tx2x2"=8 = 4(2°)°—14(2*) =8
> Changement de variable t = 2*
t vérifie : 4¢> — 14t =8
1
t=4out=—-
2
1
2% = 92 ou 27 — -5
> Pour tout x € R, 2% > 0
x =2 impossible

Exercice 10.5 Voir la solution
Résoudre dans R les équations linéaires suivantes puis vérifier les solutions obtenues.
(By) 2x 4% —3x2°—20=0 | (EBy) 2211 — 3 x 242 = 32
= Exemple 10.13 Résoudre dans R I'équation 9 x 37%* — 10(37%) 4 3” = 0.

9x(3°) ~103") ' +3*=0=0
> Changement de variable t = 3%
t vérifie: 9t — 10t +t =0

> xt3

9—10t2+t* =0

(3?2 —10(t*) +9=0
> équation bicarrée
=9 ou t*=1
> t=3">0
3*=3 ou 3*=1
r=1 ou z=0
Exercice 10.6 Voir la solution

Résoudre dans R les équations linéaires suivantes puis vérifier les solutions obtenues.

(B)) 2x57°—5"=1 | (B) 4x27% —5x27% 425 =0
m Exemple 10.14 — Résolution par lecture graphique de I’équation 3” = 100.

1. Trace la représentation graphique de f: z — 3" sur votre calculatrice.

2. Déterminer une valeur approchée de I'antécédent de 100 par f : x ~ 4.192

Exercice 10.7 Voir la solution
Résoudre par lecture graphique les équations suivantes :

1. 2 =20 3. 2 =100 5. 3" =30

2. (1.2)* =3 4. (1.04)" = 4.238 6. (0.9 =0.5
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10.4.2 Exercices : dérivation de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle exp est définie sur R par exp(z) = e”.

C’est I'unique fonction définie sur R vérifiant exp(0) = €° = 1 et exp’ = exp.

Ya,b € R : la dérivée de la fonction g: = — exp(az + b) = e**™’ est ¢'(z) = aexp(ax + b) = ae™ ",

= Exemple 10.15

Déterminer I'expression des dérivées des fonctions dérivables sur R suivantes :

F(@) = 2exp(20 -+ 1) + exp(—32) (@) = %eg*w? e
fl(x) =2 x 2exp/(2z + 1) + (—3) exp'(—3z) f(z) = gexp(Bx —2) — (—k)e
= dexp(2z + 1) ~ 3exp(—3x) = 2 exp(3z — 2) + ke
Exercice 10.8 Voir la solution

Déterminer I'expression des dérivées des fonctions dérivables sur R suivantes :

1. a) f(z) = exp(4z) | b) f(x) = exp(x) + 3 | © f(x)=5exp(—2z)

2. a) f(z)=2exp (%x + 1) b) f(x) =2exp (1 — g) ¢ f(r)=1-2exp(—x)

3. a) f(z) = % ‘ b) f(z)=20(1 —e %) ‘ ) f(z) =3 — He 00

Exercice 10.9 Voir la solution

Dans chacun des cas suivants, choisir parmi les propositions une équation de la tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a :
1. f(z) =exp(z)eta=0

Hy=x-1 ‘Dy:x ‘Dyzl ‘Dy:x—i—l
2. f(z) =exp(2z) eta=0

Oy=2x+1 ‘Dyzx—i—? ‘DyzZ ‘Dy:x
3. f(zr)=3exp(—x)—1leta=0

Oy=x2+3 0 y=—-32+2 |0 y=3z+2 Oy=3z-1
4. f(x)=exp(z—1)eta=1

Oy=1 ‘Dy:x ‘Dy::JH—l ‘Dy:x—l
5. f(x) =2exp(4z) —leta=0

Uy=2zx—-1 ‘Dyz?x—l ‘Dyz&r—i—l ‘Dy:2x+1
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m Exemple 10.16 — des produits d’expressions du type exp(az + b) = ezt

f(z) = 2 exp(1 — 32)
f(@) = (

= (2z) exp(1 — 3z) + 2*(—

)Y exp(1 — 3z) + 2*(exp(l — 32))’
3)exp’(1 — 3x)
= 2z exp(1l — 3z) — 3z° exp(1 — 3z)

= (22 — 32%) exp(1 — 32)

Exercice 10.10 — des produits.

flz) =
f'(x) =

=e" + (x + 2)ae

(x + 2)e”

(z +2)e™ + (z + 2) (e*)

=(1+a(zr+2))e™

= (ax +2a+1)e

Voir la solution

Déterminer I'expression des dérivées des fonctions dérivables sur R suivantes :

1. a) f(z)=zexp(z) | b) f(z) = 2% exp(3z) | o) f(z) =2 exp(l—2)
2. a) f(z) = (2> —4z+3)exp(z) | b) f(z)=(z—1)exp(2z —3) | ¢ f(z)=10zexp(l — 2z)
3. a) f(z) =3z +5)e | b) f(z) = (22 — 3)e 0% | o) flz) = (a® + 22 +5)e®
4. a) flz)=(2—ae") | b) f(z) = (" +2)' | ) fla) = Ve -1
m Exemple 10.17 — des quotients d’expressions du type exp(az + b) = e® TP,
_ exp(2x) B 3
f(l’)—T f(x>_4e—f+3
iy _ (exp(2z))'x — exp(2z)(z)’ oy —3(4e7" +3)
fi(z) = = fl(z) = e a2
_ 2exp’(2z)x — exp(2x)(1) —12(—e%)
2 =137
_ wexp(an) —exp(en) _ (@a-1) o e 1Y
v v = (e 137
Exercice 10.11 — des quotients. Voir la solution

Pour chacune des fonctions d’efinies par les expressions suivantes, d’eterminer I’ expression de

sa dérivée. Lorsque cela et possible, on s’efforcera de fournir la réponse sous forme factorisée.

T

2. Jw) = 3x + exp(—x)

Exercice 10.12

2x

310 =@

Voir la solution

Déterminer pour chaque cas, une €équation de la tangente a la courbe représentative de f au

point d’abscisse a :

1. a) f(z)= (242 —3)exp(z) et a = 0. | b) f(z) = (z+1)exp(—2z+2) et a = 1.
e’ — 9
2. a) f(@zmeta:l b) f(a:):e3m+3etazo
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10.4.3 Exercices : signe et sens de variation de fonctions exponentielles

La fonction exponentielle est strictement positive, et strictement croissante :

Vr e R exp(z) >0 et Va<0<b ona exp(a)<1<exp(b)

Exercice 10.13 Voir la solution

Déterminer le signe des réels suivants.

Strictement Strictement Strictement Strictement

positif négatif positif négatif
1/ exp (Q—S) O O 1/e*—1 O O
2/ —8exp(9) O O 2/ e’ — ¢ O O
3/ —3exp(2,5) O O 3/e'-1 O O
4/ exp(V/7) O O 4/e" -1 O O
5/ exp(5) O O 5/e % -1 O O
6/ exp(—1) O O 6/ exp(—2) +1 O O
m Exemple 10.18 — étude de variation d’une fonction.

Montrer que la fonction définie par f(z) = 5exp(—2x + 1) est strictement décroissante sur R.

solution. f est dérivable sur R car composée affine par une fonction exponentielle.
Pour tout x € R, f'(z) = —10exp(—2z + 1) < 0.

La fonction f est strictement décroissante sur R. "

Exercice 10.14 Voir la solution

Montrer que les fonctions suivantes sont strictement monotones sur R :

1. a) f(z) = exp(Tz +4) | b) f(z)=6-5exp(—04z) | o f(z)=2exp(l-3z)-1
2. a) f(t)=5e"* ‘Mf@=—%“ dfng%

2 2 e’ —1
3. a) f(x):4+3€xp(—x) b) f(l‘)ZW c) f(‘r)ZQex_‘_l
Pour £ > 0:

kx+c

— les fonctions f: z+— e et g: x — e sont strictement croissantes et positives.

—kx

— les fonctions f: z + e ** et g: x — e ¥ sont strictement décroissantes et positives.
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m Exemple 10.19 — étude de variation d’une fonction.

Montrer que la fonction définie par f(z) = (z* + 1)e” est strictement croissante sur R.

solution. f est dérivable sur R car produit de fonctions dérivables.
Pour tout z € R, f'(z) = (z* + 1)'e” + (2* + 1) (€")' = (2* — 22 + 1)e” = (z — 1)%e".
Vz € R, € > 0 donc f'(z) est du méme signe que (z — 1)

[ est strictement positive sur |—oo; 0] et sur ]0; +o0f, .. f est strictement croissante sur R. =

m Exemple 10.20 — étude de variation d’une fonction avec tableau de signe.
Soit la fonction f définie par f(x) = (z —2)e™".

1. Préciser le domaine de f et le domaine de dérivabilité de f

2. Montrer que pour tout z € R, f'(z) = (3 — z)e™".

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

solution.

1. dérivable sur R car produit de fonc-
z — 00 3 +00

tions dérivables sur R 3 _ o0 - A~
2. f(ﬂf) = (27 - 2)6_ e ® + + 2 O]
+

flz)=1)e™" + (z - 2)(-1)e™" signe de f'(z) 0 -
—(1-(z—2))e® At -3
(1—(z—2)e variationde f | - € —
=(3—x)e”
|
Exercice 10.15 Voir la solution

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = ze™".
1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R et montrer que Vx € Ron a f'(z) = (1 —x)e™
2. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
Exercice 10.16 Voir la solution
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = (3 — 8x) exp(—2x).
1. a) Déterminer f(0) et donner une interprétation graphique de la valeur obtenue.
b) Résoudre f(x) = 0 et donner une interprétation graphique de la valeur obtenue.
—2x

2. Justifier que la fonction f est dérivable sur R et montrer que Vo € Ron a f'(x) = (162 —14)e

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
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Exercice 10.17 Voir la solution
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2° exp(27).

1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.

2. Montrer que la dérivée f’ vérifie f'(z) = (22* + 27) exp(27).

3. Déterminer les valeurs critiques de f et dresser le tableau de variation de la fonction f.
Exercice 10.18 Voir la solution
Soit la fonction f définie par f(x) = xexp(—xz).

1. Déterminer le domaine de f et justifier que la fonction f est dérivable sur |0; +ool.

1-2
2. Montrer que pour tout x > 0 on a f'(x) = \/_x exp(—z).
T
3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
Exercice 10.19 Voir la solution

Soit la fonction f définie par f(z) = (2* — z) exp(2x + 1).
1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.
2. Montrer que pour tout x € Ron a f'(z) = (22° — 1) exp(2z + 1).
3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
Exercice 10.20 Voir la solution
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (42> — 52 + 1) exp(—2z + 1).
1. Déterminer f(0). Interpréter graphiquement la valeur obtenue.
2. Résoudre I'équation f(z) = 0 et intepréter graphiquement les solutions obtenues.
3. a) Justifier que [ est dérivable sur R.
b) Montrer que Vz € R on a f'(z) = (—8z* + 18z — 7) exp(—2x + 1).
4. Déterminer les solutions de f'(z) = 0.
5. Dresser le tableau de variation de f.
Exercice 10.21 Voir la solution
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (22 + 1) exp(z) et sa courbe représentative ¢;. Pour
chaque affirmation, préciser si elle est vraie ou fausse et justifier votre réponse.
Affirmation n°1 «Le point A(0; 1) € €. »
Affirmation n°2 «Pour tout z on a f'(z) = 2e”. »
Affirmation n°3 «La tangente a ¢; au point d’abscisse —1,5 est horizontale. »
Affirmation n°4 « La fonction est croissante sur R. »

Affirmation n°5 «La fonction est positive sur R. »
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10.4.4 Exercices : probléemes inverses

Exercice 10.22 Voir la solution
¢ est la représentation de la fonction f définie sur R par Ya

f(x) = axe® +b
a et b sont deux réels a déterminer. B@;7)
On note f’ la dérivée de f.
La tangente a ¢y au point A(0 ; 2) passe par B(3; 7). 2
1. Justifier que f(0) = 2 et en déduire la valeur de b. \7 4 .
2. Montrer que Vz € R, f'(z) = a(l + x)e”. / E
3. Justifier que f'(0) = g et en déduire la valeur de a.
Exercice 10.23 Voir la solution

¢ est la représentation de la fonction f définie sur R par Yy
f(z) = (ax + 1) exp (—cx)
ou a et ¢ sont des réels positifs a déterminer.

1
On note ' la dérivée de f. /

La tangente a ¢ au point A(0 ; 1) passe par B(0+ 36 ; 3). La tan-
gente a ¢y au point d’abscisse 1 est paralléle a I'axe des abscisses. ﬁ/
1. Montrer que Vz € R, f'(z) = (—acz + a — ¢) exp (—czx).

2. Déterminer f'(0) et f'(1) et en déduire que a et ¢ vérifient le systéme :

a—c=3,2

ac = 3,2
3. En déduire les valeurs de a et c. On déterminera une équation quadratique vérifiée par c.
Exercice 10.24 Voir la solution
¢y est la représentation graphique de la fonction f définie sur R par g Y,

f(2) = (az +b)e~

a et b sont des réels a déterminer. 2

1. Sachant que A(—3; 0) et B(0 ; 2) € €, déterminer a et b. A b \

2. Montrer que Vz € R, f'(z) = —%(m +2)e ", [-3 E
3. En déduire les coordonnées du point critique S.

4. Dresser le tableau de variation de la fonction f. Donner la nature du point critique.
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10.4.5 Exercices : propriétés algébriques de la fonction exponentielle

m Exemple 10.21 — utiliser les propriétés algébriques de la fonction exponentielle.

A = exp(3) exp(~2) exp(0) p- 220 _ 2 C = (exp(—1)/exp(d)
=exp(b+ (—2) +0) — exp(4 — (=3))= e (¥ = (e ")2V/e!
= exp(3) — exp(7) _ — e X213
=’ =e'=1

Exercice 10.25 Voir la solution

Simplifier les expressions suivantes :

1. A= e’¢! C’:L E = e

e > e e

B= & D = ee’ + 5(e*)? F=y\s
2. A= exp(2)exp(—4) | B= exp(5)exp(—2)exp(0) | C = exp(—1)(exp(—3))>
3 A— ;;1?(_4;) B = (exp(3))2exp(5) O eXP(Z}){;ZF;(—ES)
4. A= Jexp(4) B= \/exp(—10) o Vexp(=8)
exp(7)

Exercice 10.26 Voir la solution
Simplifier les expressions suivantes pour = € R :
1. A= e"e™” | B= (e¥*?)’ | ¢ = exp(2z + 1) exp(—3z + 5)
2. A= e "(e"-2) | B= (e" —1)(e* +3) | ¢ = e¥(e" —e™®)
3. A:_ B:% C = (exp(z +1))*\/exp(~2z)
Exercice 10.27 — exponentielles et identités remarquables. Voir la solution
Simplifier les expressions suivantes pour = € R :
1. A= (e* +1) | B= (e" —3)(e* +3) | O = (e* —e ™)

2. A= (3exp(z) —exp(—z))? | B= (2exp(2z) +3exp(—z))® | C = (1+ exp(z))(1 — exp(z))
Exercice 10.28 — factorisations et identités remarquables. Voir la solution

Pour z € R, factoriser a I'aide d’identités remarquables les expressions suivantes :

1. A=e*-25 | B= 9e > —6+e* | C=e"—24e"
2. A= exp(2z)—4 | B= 16exp(4z) — 9 | ¢ = 9exp(2z) — 4exp(—2z)
3. A= e +4+44e* | B= % 4 9e 2" — e | O = 4e% +12e* 49
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Exercice 10.29 Voir la solution

Montrer que les égalités suivantes sont vraies pour tout z € R :

e —x x A T
1.8 "1 e 3.1- < - _€ 5 ¢ _e -1

er l+e= 1+e* I+e™ e’"+1

e:}ch B e:v 4 1 N 1 B 1 eQm _ e—Qr . .
“etertl 1t "er+1 eTH+1 Certer o€
10.4.6 Exercices : résolution d’équations exponentielles
m Exemple 10.22 Résoudre dans R les équations suivantes :

e391:+5 _ e2:v+4 62x7x2 —1 2e% 4 5=23
<~ 3r+5=2r+4 — e " = ¢ — 2" = -2
—z=-1 < 2r—2°=0 — " =-1
S ={-1} S ={0; 2} Pas de solutions
Exercice 10.30 Voir la solution
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. (B)) e*=¢* (F3) € +4=0
(Ey) e =1 (E,) e*
2. (E1) exp(2z) = exp(5) (E5) (exp(z) — 1)(exp(z) +5) =0
(Ey) exp(z?®) = exp(27) (E,) exp(3z) = ex};(<x1))

3. (By) (3z—5)(e* +e)=0 | (B) (2z+T7)(e* —e) =0
4. (Ey) (3z—5)(e*+¢€)=0 | (Ey) 224 T7)(e*—e)=0
m Exemple 10.23 — un air de déja vu. Résoudre dans R I'équation suivante :

e +3e" —4=0 e —2e " +1=0

> xe® # 0

(e*)?+3(e")—4=0 — e —2+e" =0

> changement de variable t = e*

— t?4+3t—-4=0 — t’4+t-2=0

<— t=1out=-4 <— t=1out=-2
ef=1loue*= -4 ef=1loue*= -2
& = {0} & = {0}
Exercice 10.31 Voir la solution

1. Résoudre dans R I'équation > + 6t — 7 = 0.

2. En déduire la résolution dans R de I'’équation e* — 7e™* + 6 = 0.
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22 10 La fonction exponentielle

Exercice 10.32 — entrainement. Voir la solution
1. Résoudre dans R I'équation t* — (1 + e)t + e = 0.

2. En déduire la résolution dans R de I'équation exp(2z) — (1 + e) exp(z) + e = 0.

Pour tout a > 0, si exp(z) = a alors z = In(a)

Pour a > 0, In(a) est 'unique solution de I'équation exp(z) = a.

Pour a > 0, In(a) est I'unique antécédent de a par la fonction exponentielle.

Exercice 10.33 — concepts. Voir la solution
1. In(1) est 'unique solution de e” = ..., doncIn(l) = ...... ..o, .
2. In(e) est I'unique solution de e® = ..., doncIn(e) = ..ot .
3. In(e?) est I'unique solution de € = ..., doncIn(e®) = .........ccoiiiiiiiiiiiiiiineiineannnn. :
4. In (%) est I'unique solution de e” = ..., donc In (é) e .
5. In (5) est I'unique solution de e” = ..., donc (A) In(5) >0 (B) In(5) <0
6. In(0,5) est 'unique solution de e” = ..., donc (A) In(0,5) >0 (B) In(0,5) <0
7. In(—1) n'existe pas, car I'équation ................c.ciiiiiiiiiiiiii.. , n'a pas de solutions.
8. In(0) n'exite pas, car I'équation .............c.cooiiiiiiiiiiiii, , n'a pas de solutions.
m Exemple 10.24 — vers la terminale.
exp(z) = 30 es =21 20e*” = 5
2 = In(30) % = In(21) el — %
v~ 3,401 © = 3In(21) tr—In G)
x 9,133 et (1)
4 4
z ~ 0,346
Exercice 10.34 Voir la solution

Résoudre dans R les équations :

1. (Ey) e =10 | (By) e* =05 | (B;) e* =0,1

2. (Ey) exp (g) =5 ‘ (Ey) €5 =15 ‘ (Es) eio = 0,015

3. (Ey) 20e"%* =83 | (E») 50e 0% = 0,82 | (E5) 40e%%* =1 000

Exercice 10.35 Voir la solution

Résoudre dans R I'équation €** — 5e” + 6 = 0 & I'aide du changement de variable t = e”.
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10.4.7 Exercices : résolution d’inéquations exponentielles

Pour tout z et y € R on a I'équivalence e” < € <— z < y.

m Exemple 10.25 Reésoudre dans R les inéquations suivantes :

ex2 = e4ac—4 e331,-—1 <1
—t>4xr—4 — el e’
— 12 —4rx+4>0 «—3:r—-1<0
b 1
— (r—2)">0 1 < 3
S =R\ {2} S = ]=00:1]
Exercice 10.36 Voir la solution

Résoudre les inéquations suivantes dans R :

1. (I) e* <e (L) e*>1 | (I5) exp(2z —6) > 1
2. (I) exp(5z) < e | (I) exp(5z) —1>0 | (I3) 12— 4exp(5z+1) > 8
3. (I) exp(s®) < exp(x) | (1) exp(a®) < (exp(x))® | (I;) exp(a® —1) > e

m Exemple 10.26 — tableaux de signes simples.

Dresser les tableaux de signes des expressions suivantes :

1. A(z) = e"** + 3. Signe évident positif.

x —0o0 —+00

A(x) +

2. B(z) =e* — 5.

Br)=0 < €*-5=0 < 3z=In(5) <<= r=—>

3

La fonction g: r + €** est strictement croissante, car sa dérivée est ¢'(z) = 3e** > 0.

x —00 @ +00

In(5)
B(x) - o+ — —
3. C(z) =e > -3.
In(3

Cz)=0 <= e =3 < —2r=In(3) <= v = —#.
La fonction h: x + e~ est strictement décroissante, car sa dérivée est h'(z) = —2e > < 0.

x —00 —@ +00

&
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Exercice 10.37 Voir la solution

Compléter les tableaux de signe suivants en justifiant.

x x
e’ -1 3e" — 5
x x
e0257 | 3 e 05z _ 9
x x
-3 =
e % —2
—3(e™% —2) —2e” + 4
x x
—4e % — 5 2 — 4e%*
Exercice 10.38 Voir la solution

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 — 2(z — 1)e”.

1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.

2. Montrer que la dérivée [’ vérifie Vz € R : f'(z) = —2z(e” — 1).

3. Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 10.39 Voir la solution
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =5z + 1+ 3e™“.

1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.

2. Montrer que pour tout x € R on a f'(z) = —3 (e‘x — g)

3. Déterminer la valeur critique de f et dresser son tableau de variation.

Exercice 10.40 Voir la solution
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e"** — 3u.

1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.

2. Montrer que pour tout z € Ron a f/(z) = 0.5 (" — 6).

3. Déterminer la valeur critique de f et dresser son tableau de variation.
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