Chapitre ]. ].

Variables aléatoires finies

Table 11.1 — Objectifs. A fin de ce chapitre 11..

Pour m’entrainer /.

Je dois connaitre.../savoir faire... [ ¢ <

Calcul de fonction dérivées : premiers principes

déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire

calculer et interprétez 'espérance d'une variable aléatoire

calculer la variance et I'écart type d'une variable aléatoire

TP simulations d’expériences aléatoires et estimations
d’espérances et de probabilités

11.1 Variables aléatoires finies
Définition 11.1 — variable aléatoire.
Soit I'univers 2 = {w;,ws, ..., wy} doté d'une loi de probabilité P, avec P({w;}) = p(w;).
Une variable aléatoire réelle X est une fonction X: Q2 — R.

On note X () = {x1;x9;...;2,} 'ensemble des images possibles (Card(X (2)) < Card(2)).

f

{X =}




2 11 Variables aléatoires finies

Notation 11.1 Pour tout z € R et intervalle I C R, on écrira :

{X=z}={we Q| X(w) =2} deprobabilit¢ Px({z})=P(X =x)= Z p(w)

we{X=z}
(Xel={weq| Xw)el} Pe(N=P(XeD= 3 pw)= 3 Px({})
we{Xel} ze{zel}

Définition 11.2 — loi d’une variable aléatoire.
Px estla loide la v.a. X. C’est une loi de probabilité sur des parties de R.

On calculera typiquement les probabilités de singletons {z} ou d’intervalles /.

m Exemple 11.1
Dans un jeu de 52 cartes, on tire une carte au hasard. Si on tire un as, on gagne 5€. Si on
tire un roi, une dame ou un valet, on gagne 1<€. Dans tous les autres cas on pert 1 €.

Lunivers (2 est composé des 52 issues possibles. On note X le gain algébrique.

X(Q)={-1;1; 5} P(X =5)=......... P(X=1)=euevn.. P(X = —1)=oonn...
La loi de la variable X est résumeée par le tableau.
PXcR)=P(X=-1)+PX=1)+P(X=5)=1 T —-1] 1 5
P(X >0) =P(X = 1) + P(X =5) =.eeeeeirriiiiiineeaaaenn, P(X =)

11.1.1 Indicateurs d’une variable aléatoire

Définition 11.3 X v.a. réelle finie, prenant les valeurs z;;...;x,.

Lespérance de X est le réel noté E (X) :

p=E(X) :ZxP(X:x) :ZIiP(X:xz’)

rz€R
La variance de X est le réel positif ou nul noté Var (X) :

n

o’ =Var(X)=E ((X — M)Q) = Z(Qiz — 1)*P(X = ;)

=1
Lécart-type o = y/Var (X) est I'écart quadratique moyen a p.
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11.1 Variables aléatoires finies 3

m Exemple 11.2 En reprenant la v.a. de I'exemple 11.1, on a :

p=E(X)=> zP(X =x)=(-1)x  +1x  +bx  =-—

(. —12>< (4 —12>< (5 —12>< 480
N 13 13 13 169
480
o =4/Var (z) = 6o ™ 1.685

Proposition 11.1 — Formule de Kénig-Huygens. Soit X une variable aléatoire. On a alors

Var (X) =E (X?) — (E(X))*

m Exemple 11.3 Avec la v.a. de I'exemple 11.1, on a :

E(X?) =) 2/P(X = ;) = (-1)> x +12x  +5%x —

= Var(e) =5 () - (500) = - () = 1og

On repeéte une expérience aléatoire un nombre N assez grand de fois.

On enregistre les valeurs {z;,...,zy} obtenues de la v.a. X.
On note = = % la moyenne des valeurs observées sur les N répétitions.

Pour un grand nombre de répétition (N > 1) on a E(X) ~ 7.

Démonstration. On note n; le nombre d’observation de la valeur z; durant les N répétitions.

D’apres la loi des grands nombres P(X = z;) ~ %
> T
14 i —
E(X) =Y aP(X =x)~) j(x,w> =t —=3 .

L'écart-type est une mesure de la dispersion de la v.a. autour de la moyenne.

Plus I'écart-type est petit, plus la variable aléatoire est centrée autour de sa moyenne.

Typiquement, dans les cas dits « favorables» ona: P(u—o < X < p+ o) =~ 66%.
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11.2 Exercices : Variables aléatoires

m Exemple 11.4 On considére le jeu suivant : « On lance un dé cubique équilibré et on note
la face obtenue. Si le résultat est pair, on gagne 2€, si le résultat est 1, on gagne 4€. Si le
résultat est 3 ou 5, on perd 4€. »

Lunivers Q = {1;2;3;4;5;6} avec les issues 1 a 6 équiprobables.

X désigne la variable aléatoire des gains.

) D G0 P
2. {X=2}y=4{.......... } {X=—4}={.......... } {X=4}=..........
3. P(X=2)=..iiiiiiiiiia PX=—4)=..c.ciiiiiiiiii... PX=4)= ...cociiiiiiii...
4. On peut résumer les probabilités précédentes sous forme de tableau :
P(X = ;)
5. {X > 4y = } P(X >—-4)=
6. {0< X <45 ={. i } PO< X <45) =
1

(X) =) wPlr=x)=(-4)x  +2x  +4x .

8.

Interprétation de l'espérance : « Si on réalise un grand nombre de lancer de dés, la

moyenne des issues est environ €gale a ......... ... i i ».

Exercice 11.1

On fait tourner l'aiguille et on note la valeur X du gain obtenu.

N7
fos’/

1. Identifier les issues et compléter le tableau de la loi de probabilité de la v.a. X.

r en €

P(X =x)
2. Déterminer 'espérance du gain E (X).

3
E(X)=) xP(X =) =...x ... +...% =
=1
3. Quel est le gain espéré par épreuve lorsqu’on prend compte de la participation de 15 € par

tirage ?
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Exercice 11.2

Soit I'expérience aléatoire « on tire une carte dans un jeu de 32 cartes » . Si on tire un coeur,
on gagne 2€. Si on tire un roi, on gagne 5€. Dans les autres cas on perd 1€. On appelle X la
variable aléatoire qui a une carte associe le gain (ou la perte).

1. Compléter afin de déterminer la loi de probabilité de X.

La variable aléatoire X peut prendre les valeurs —1, 2, 5et ..............coiiiiiiiii..

Si la carte tirée est le roi de coeur BY), on gagne, X =...+...=7et P(X =T)=............
Si la carte tirée est un coeur (mais pasunroi), X =............ et P(X=..)=..cciien...
Si la carte tirée est un roi (mais pas un coeur), X =............ et P(X=..)=..c.ccoen..
Si la carte tirée n’est ni un coeur, niunroi, X =............. et P(X=..)=............. .
2. Compléter le tableau définissant la loi de probabilité de X
T —1 2 5) Total
P(X =x)

3. PIX25)=PX=...... )+ P(X=...... ) e e
La probabilit€ de ...t e est égale a %
Dans 1000 répétitions de I'expérience, les gains dépassent 5 € dans 1000 x soit
environ ......... des essais

Exercice 11.3

X est la v.a. des gains possibles a une loterie sans tenir compte du prix du billet :

ren € 0 5 10 100 500
P(X =) = 4 L = L
1. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A =«le joueur est gagnant ». PA) =P(X>...... ) =
B =«le joueur a gagné au moins 100 € ». PB)=P(X>...... ) = e
C =«le joueur a gagné au plus 10 € ». P(B)=P(X <...... ) = e
O T

2. Calculer l’espérance du gain E (X) :

E 0 o O G

3. Lorgamsateur pense fixer la participation a 20 €. Le jeu sera-t-il favorable au joueur ?
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6 11 Variables aléatoires finies

En jeu de paris, I'espérence des gains est I'espérence des dividendes attendus moins le taux

de participation du jeu. Un jeu est équitable si 'espérence des gains est nulle.

Exercice 11.4
On consideére le jeu de hasard. La loi de probabilité de la variable aléatoire X correspondant

au gain est résumée dans le tableau :

7 0 3 3 50

P(X =x) 0.4 0.3 0.28 0.02
Sachant que le montant de la mise est fixé a 4<€, déterminer si le jeu est équitable.

Exercice 11.5

Soit les variables aléatoire X et Y dont les lois sont décrites par les tableaux ci-dessous :

725 1 2 3 4 ) T; 1 2 3 4 )
P(X=uxz;)| 02 0.2 0.2 0.2 0.2 P(Y ==x;)| 0.02 | 0.18 | 0.61 | 0.16 | 0.03
1. Compléter afin de déterminer I'espérance E (X ), Var (X) et o(X).

a) p=RE(X)=) aP(X =z)=...x024...3x02+...x024...x02+...x02=.......
b)02:Var(X):Z(xl—u)zp(X:xl)zlx ......... +2X .. +3 X . +4 x
......... X e e s

c) Calcul alternatif de la variance a I'aide de la formule de Koenig :
E(X?) =) afP(X =) =...x02+...3x02+...x02+...x02+...x02=.........
i O O G I (O 6 ) P
d) L'écart-type est 0 =
Pour une épreuve, la valeur de X differe de ........ d'un écart de typiquement ........
2. Déterminer l'espérance E (Y), la variance Var (Y) et I'écart-type o(Y).
Exercice 11.6

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée dans le tableau ci-dessous :
7t 1 2 3 4 5)

P(X =x) k 2k Ak 2k k
1. Donner une équation vérifiée par £ et en déduire k

2. En déduire E (X).
3. On repete I'expérience 1000 fois, et on note les valeurs de X observées.
a) Donner une estimation du nombre d’observations de I'événement {X = 1}

b) Donner une estimation de la somme des observations.
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Exercice 11.7

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée dans le tableau ci-dessous :

4.

T

10

20

30

40

90

P(X =1x)

A
10

K
20

K
30

&
40

. Donner une équation vérifiée par £ et en déduire que k =

500
137°

En déduire E (X).

On repéte 'expérience 100 fois, et on note z1, ...z, les valeurs de X obtenues.

100
Donner une estimation de la somme E Zi.

i=1
Déterminer la variance et 'écart-type de la v.a. Y.

Exercice 11.8

On lance deux dés (d4) équilibrés et on note les faces obtenues.

1.

2.

LG Jeanne d'Arc, 1¥*SPE

On consideére la v.a. M correspondant au maximum des deux valeurs obtenues.

a) Compléter le diagramme d'univers et déterminer la loi de probabilité de M.

Dé No2
Résumer la loide lav.a. M dans le tableau ci-dessous.
T 1 2 3 4 Total
r—
Z P(M = 1)
(D)
A

b) En déduire I'espérance p , la variance et 'écart-type o de la v.a. M

c) Interprétez 'espérance de la variable M dans le contexte de cet exercice.
d) Déterminer P(u — o < M < pu+ o).
On consideére la v.a. S donnée par la somme des deux valeurs obtenues.

a) A l'aide du diagramme d'univers, déterminer la loi de la v.a. S.
Dé No2

Résumer la loide la v.a. S dans le tableau ci-dessous.
T Total

Dé Nel
|
©n
I|
&

b) En déduire I'espérance pg, la variance et I'écart-type og de la v.a. S.

c) Déterminer P(us — os < S < pug + 0g).
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Exercice 11.9 — Examen blanc type E3C.
Une urne contient deux boules rouges et trois boules noires toutes indiscernables au toucher.
On tire au hasard une premieére boule en notant sa couleur puis on la remet dans I'urne. On
tire ensuite toujours au hasard une deuxiéme boule en notant sa couleur.
1. On note R I'événement « tirer une boule rouge » et N I'événement « tirer une boule noire ».
Compléter I'arbre de probabilité ci-dessous associ€ a cette expérience.
e R
R <
— N
e R
N <
— N

2. Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges ?

3. Si un joueur tire une boule rouge, il gagne 20 euros. S’il tire une boule noire, il perd 10
euros.
On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur, en euros, a l'issue des
deux tirages successifs. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

4. Calculer la probabilité que le joueur gagne de 'argent.

5. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X et en donner une interprétation.

6. Déterminer I'écart-type de la variable X et en donner une interprétation.

Exercice 11.10

On lance au plus trois fois une piece bien équilibrée, et on s’arréte dés que 'on a obtenu « Pile ».

Les issues de cette expérience peuvent s’écrire : P, F'P, FFP et FFF.

La variable aléatoire X correspond au nombre total de lancers.

1. En complétant I'arbre de probabilité déterminer les probabilités des issues.

lancer n° 1 lancer n° 2 lancer n° 3 issues valeurs de X

P P X =1 p1 =

X=...

2. Déterminer la loi de probabilité de X et la résumer dans un tableau.

3. En déduire E (X) et interpréter le résultat.
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Exercice 11.11
Une urne contient 3 boules bleues et deux boules rouges indiscernables au toucher. On tire
successivement et sans remise 3 boules. X designe le nombre de boules bleues tirées.

1. Compléter I'arbre de probabilité ci-dessous et identifier les valeurs possibles de X.

tirage n° 1 tirage n° 2 tirage n° 3 issues valeurs de X probabilités

R—B RRB X =...
B

< R
B
R
R <
R
B <
B
2. Déterminer la loi de probabilité de X
x 1 2 3 Total

P(X =1x)
3. En déduire I'espérance E (X ), et 'écart type ¢(X) et en donner une interprétation.

Exercice 11.12

J

000|000
On lance deux dés de Grim magenta : ‘[ ° ece 0«]’ . On note X, la v.a. correspondant aux

——

points affichées sur le 1 dé et X, celle sur le 2 dé. On considére la v.a. Y = X; + Xo.
1. a) Préciser les valeurs possibles de X; et X, et déterminer la loi de probabilité des v.a. X;
et X,. Résumer la dans un tableau.
b) Déterminer E (X ).
2. Complétez I'arbre de probabilité et déterminer les valeurs possibles pour Y ainsi que sa loi

de probabilité. Résumer la dans le tableau ci-dessous.
Xl X2 Y = X1 -+ X2
1

6 T Total

3. Calculer E (V). Et vérifier qu’elle est égale a E (X;) + E (X5)
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Exercice 11.13 — Examen blanc type E3C.

Un parent d’éleves propose un jeu pour la féte de 'école.

Une urne opaque contient 100 billes indiscernables au toucher : 10 billes rouges, 30 billes
blanches et 60 billes vertes.

Pour une partie, chaque joueur doit miser 2 jetons. Ensuite, le joueur préléve une bille au
hasard dans l'urne.

— Si la bille prélevée est rouge, le joueur récupeére 8 jetons.

— Si la bille est blanche, le joueur récupére 4 jetons.

— Si la bille est verte, le joueur ne gagne rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur en nombre de jetons,
c’est-a-dire, le nombre de jetons gagnés diminué de la mise.

1. a) Etablir que la loi de probabilité de X est donnée par :

Valeurs a prises par X —2 2 6

P(X = a) 0.6 0.3 0.1

b) Démontrer que le jeu est équitable, c’est-a-dire que I'espérance de X est nulle.
c) Calculer la variance puis I'écart-type de X. On arrondira au centiéme.

2. Pour financer les différentes actions de I'école, les organisateurs de la féte veulent modifier
le jeu pour qu’il leur devienne favorable. Ils décident alors d’ajouter des billes vertes dans
l'urne.

On note n le nombre de boules ajoutées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X puis exprimer son espérance E (X) en fonction de
n.

b) Combien de billes vertes doit-on ajouter dans I'urne pour que I'espérance du jeu soit

égalea —1°?
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