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2 10 Inéquations produit et quotient

10.1 Etude du signe d’une expression polynomiale

m Exemple 10.1 — polynémes de degré 1.
3
1. Pour tout x € R : Pi(z) =2z — 3. Icim =2 > 0, et la racine est x = 3
3
x - = -
(0.0} 5 (0.9}
2r — 3 — 0 +
2. Pourtoutz € R: Py(z) =5—3z. Icim=-3<0, etlaracine est z = —.
5
3
5:\/31‘ + 0 —

® Les polynémes de degré 1 avec P(x) = mz + ¢ (m # 0) changent obligatoirement de signe.

Les polyndmes de degré 2 avec P(z) = ax? + bz + ¢ (a # 0) peuvent ne pas changer de signe.

m Exemple 10.2 — polynomes de degré 2 sans racines ou racine unique.

1. Pour tout » € R : P;(z) = 2(z — 3)? est positive et a pour racine r = 3.

X

—00

3

+o0

2(x — 3)2

+

+

2. Pour tout x € R : Py(z) = 9(8z — 4)* + 7 est strictement positive et n'a

pas de racines :
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X —00 +00
98z — 4> + 7 -
3. Pour tout x € R : P3(z) = —8(3x — 1)* est négative et a pour racine = = %
T —00 % +o00
—8(3z — 1)? - 0 -

4. Pour tout z € R : Py(x) = —7(9z + 3)* — 3 est strictement négative et n

‘a pas de racines :

Xz

— 00

+00

—7(97 + 3)*> -3
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10.1 Etude du signe d’une expression polynomiale 3

Létude de signe de tout polynome factorisé se rameéne a I'étude des signes de ses facteurs.

m Exemple 10.3 — Signe d’un polynéme factorisé avec facteurs irréductibles.
1. Soit Pi(z) =3(9z + 10)(3z + 1) :

a) Etudier le signe de P;(r) selon les valeurs de z.

b) En déduire les solutions de I'inéquation P (z) < 0.
2. Soit Py(r) = —;1(—21; +1)(52® + 1)

a) Etudier le signe de P,(r) selon les valeurs de z.

b) En déduire les solutions de I'inéquation P,(x) > 0.

solution.

1. a) Dresser le tableau de signe du produit aprés avoir cherché les zéros de P;(z) :

X —00 —+00

3

92 + 10

3z + 1

3(9z + 10)(3z + 1)

b) Les solutions de l'inéquation 3(9z + 10)(3z + 1) <0sont ¥ = ........ociiiiiiiiiiinen..

2. a) Dresser le tableau de signe du produit aprées avoir cherché les zéros de Ps(x) :

X —00 —+00

—2x + 1

522 + 1

—i(—Qw +1)(52% + 1)

1
b) Les solutions de I'inéquation —Z(—Qx + 1)z +1)=0sont. = ..ooiiiiiiiiiieea.
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4 10 Inéquations produit et quotient

10.2 Résolution d’inéquations polynomiales ou rationnelles

m Exemple 10.4 — résolution d’inéquations polynomiales évidentes.
(I,) 8(—x+5)2>0 (I3) 4(—102 —9)* +1>0 (Is) — 10(6z +10)> =5 < 0
(I) 3(—x =52 >0 (Iy) 10(=92 — 2)> +3 <0 (Ie) —10(3z+5)>—2>0
solution.

1. 8(—z + 5)* = 0. Le polynome 8(—=x + 5)* est positif et s’annule pour z =5. ... =R

—r+5=0

2. 3(—z —5)> =0 .Le polynéome 3(—z—5)* est positive et s’annule pour v = —5. . .¥ = R\ {-5}

T =—9>

Le polynéme 4(—10z — 9)? + 1 est strictement positif sans racines. ...¥ = R
Le polynome 10(—9z — 2)® + 3 est strictement positif sans racines. ... = ()

Le polynome —10(6x + 10)* — 5 est strictement négatif sans racines. ... = R

cEooplops B8

Le polynome —10(3x + 5)* — 2 est strictement négatif sans racines. ... = ()

m Exemple 10.5 — résolution d’inéquations polynomiales nécessitant une factorisation.
() (x—3)2*-2>0 (I) #* + 102 +25 < 0
solution.

1. (£—3)2-220 < (z—3—-V2)(z—3++v2)>0
On dresse le tableau de signe du produit P(z) = (z — 3 — v2)(z — 3+ V2) :

x —00  3-+2 3442 +o©
r—3-2
T — 34+ V2

P(z)

On COMIUL 1 7 =i i ettt ettt et e e
2. 22+ 10z +25 <0 <= (v +5)* < 0. Le signe de (z + 5)* est évident.

On peut conclure (sans tableau de Signe) : . .7 = ... i e
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10.2 Résolution d’inéquations polynomiales ou rationnelles

m Exemple 10.6 — inéquations non linéaires. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) z* < -5z (I) 2*(1 — 3z) > 4(1 — 3z) (I3) ¥ <9 — 62

solution.

1. a) 2 < —bx

> On transforme en une comparaison a zéro
— 224+5:<0

> On factorise le membre non nul
< z(r+5) <0

b) Dresser le tableau de signe de la forme factorisée aprés avoir cherché ses zéros :

T —00 —5 0 +00
z(x+5) = ’
(x + 5)
r=0o0uxz=-5
z(z + 5) 0 0

¢) Conclure a l'aide du tableau de signe : .% =

2. a) 7%(1 — 3z) > 4(1 — 3x)
> On transforme en une comparaison a zéro
< 7*(1-3z)—4(1-3z) >0
> On factorise le membre non nul
— (2 -4)(1-32)>0

> Factorisation compleéte
= (z—2)(x+2)(1—-32)>0

b) Dresser le tableau de signe de la forme factorisée aprés avoir cherché ses zéros :

x -0 -2 -3 2 +00
(z —2)
(z —2)(z+2)(1-3z) =0 (z + 2)
szOﬂx:—Qoﬂx:% (1 — 3x)
(z — 2)(z + 2)(1 — 3z) 0 0 0

¢) Conclure a l'aide du tableau de signe : .% =

3. a) x> 6x—9
> On transforme en une comparaison a zéro
— 2 —62+9>0
> On factorise le membre non nul
— (-3)2>0

b) Dresser le tableau de signe de la forme factorisée aprés avoir cherché ses zéros :

x —00 3 —+00

(x — 3)? 0

(x—3)2=0

=3
c) Conclure a l'aide du tableau de signe : .7 = ... .. i .
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6 10 Inéquations produit et quotient

m Exemple 10.7 — signe d’expressions rationnelles simples.
=2

S 3r -7
a) VI. :3x —7=0, donc z = = Domaine de R €St ...ttt

1. Pour tout z € R : Ry(x)

T —00 +00
—9 — -
b) Dresser le tableau de signe du quotient :
3x — 7 0
—2
3r — 7
-3z +6
2. Pourtoutz € R: R = —
ur tout x o(x) 9 "’2
a) VI.:92+4 =0, donc x = % Domaine de Ry €St .......oooiiiiiiiiiiiiiiiiiii
b) Dresser le tableau de signe du quotient :
z —00 +00
-3z + 6
9z + 4
-3z +6
9r +4
7
3. Pourtoutz € R: R =—°
ur tout x 3(x) 50z 37

a) Valeurs interdites : 5(z — 3)* = 0, donc # = 3. Domaine de Rz €St ...............cc......

b) Dresser le tableau de signe du quotient :

T —00 +00
) _ _

5(x — 3)2 0
2

5(z — 3)2

20 — 1
4. Pourtoutz € R : R4($) = m o
:Z‘ J—

a) V.I. : 9(x — 4)> + 7 = 0, pas de solutions. Domaine de Ry €St ..............ccovvveeeiinn.

b) Dresser le tableau de signe du quotient :

z —0 +00

2c — 1

9w —4)*+7
20— 1
r —4)2 47
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10.2 Résolution d’inéquations polynomiales ou rationnelles 7

m Exemple 10.8 — inéquations rationnelles.
. . . . 1 1 3
Résoudre dans R les inéquations suivantes : (1;) > 2 (I2) —
4r — 3 dr+3 2z
solution.
1. a) VI.:42—-3=0 < z=.... Domainederésolution D =...............cccciiiiiiiinnn..
b) s > 2
1 > On transforme en une comparaison a zéro
x J—
1 (4z — 3) > On raméne au méme dénominateur le membre non nul
-2 >0
(4z — 3) (4x — 3)
1—2(4x -3
(4x — 3) L . . . .
(7 — 82) factorisation compléte du numérateur et dénominateur
—8x
>
(4x — 3)
c) Dresser le tableau de signe aprés avoir cherché ses zéros des facteurs :
x —00 +00
7T—8x =0 4r —3 =0
T = T = (7 — 8x)
(4z — 3)
d) Conclure a l'aide du tableau de Signe : .7 =. ... ..ttt
2. a) VI.:z(4x+3) =0 < x =... et x =0. Domaine de résolution D =....................
1 3
b) i 13) 2
. (4z + 3) v > On transforme en une comparaison a zéro
—— >0
(4x+3) 2z o . o s ) l . l
(22) B 3(4z + 3) i, n raméne au méme dénominateur le membre non nu
(4x 4+ 3)(2x)  (2z)(4x + 3)
2x — 3(4
z — 3(4z + 3) -0
2z (4x + 3) o . . , .
(—10z — 9) factorisation compléte du numérateur et dénominateur
— >0
2z(4x + 3)
c) Dresser le tableau de signe aprés avoir cherché ses zéros des facteurs :
102 -9=0 ! — s
Tr =
20 =0 dr+3=0
2x(4x + 3)

d) Conclure a l'aide du tableau de signe : .77 =... ... ittt
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10 Inéquations produit et quotient

10.3 Exercices

Exercice 10.1 Compléter les tableaux de signes suivants, vous commencerez par déterminer les

racines des facteurs utilisés.

20 —3=0 51 +3=0
2 =...; x= dx = ;T =
x —00 +00 x —00 +00
2z — 3 (5z + 3)? 0
—3r —2= dr—2 =
Tr = T =
z —00 +00 T —00 +00
—10 5
—3x — 2 (3z — 2)?
—10(—3z — 2) 5(3z — 2)?
5(—z+2)*=0 2+ 1)2+1=0
T =
T —00 +00 x —0o0 +00
5(—x + 2)? 20 +1)2+1

Exercice 10.2 — racines trop évidentes. Les tableaux de signes suivants peuvent induire en erreur

par leur simplicité. Compléter les soigneusement.

z —00 +00 T —00 +00
9% —T
x —00 +00 x —00 +00
—z? T+ 1
z —00 +00 T —00 +00
(1-2) ? +1
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10.3 Exercices 9

Exercice 10.3
Pour chaque tableau de signe, entourez les expressions dont le signe selon les valeurs de z

correspond. Plusieurs ou aucune des propositions peut correspondre.

r |—o00 —2 +00
1. A)z—2 (B)z+2 ((C) -3z+6 (D) b5z+10
A(x) — 0 +
T |—00 2 +00
2. A z-2 B)2°—-4 (C)5z+2)°> (D) (z+2)
B(x) + 0 +
r |—00 +00
3. z (B *+1 (C) (x+1)?> D) 1-x)°+3
C(z) +
T —00 3 +00
4. (A) —z+3 (B) -3 (C) (z+3)* (D) —23— 1)
D(x) -0 -

Exercice 10.4

Proposer pour chaque tableau de signe deux polynomes qui correspondent.

x —00 5 +00 T —00 “+00 x —00 -5 +o0

A(x) + 0 - B(z) - C(x) + 0 +
Exercice 10.5

Indiquer si le tableau de signes du produit est correctement dressé, ou préciser si: (A) les
zéros des facteurs sont mal ordonnées (B) l'étude de signe d’'un des facteurs est fausse

(C) le signe du produit est mal complété ou faux.

x —00 —% —i—% +00 x —00 —1% —% +00

10z — 6 — - 0 + 10z + 9 - 0 + +

or + 3 + 0 - — 2z + 3 — - 0 +

(102 — 6)(5x + 3) - 0 + 0 - (10z + 9)(2z + 3) + 0 - 0 +
x —00 —é —2 +00 T —00 —z —9 +00

5 9 2 7

9z + 2 — - 0 + 2z + 7 - 0 + +

—10z — 8 + 0 - - Tr + 9 - - 0 +

(9z + 2)(—10z — 8) - 0 + 0 - (2z + 7)(Tz +9) + — +
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10 10 Inéquations produit et quotient

Exercice 10.6

Déterminer les racines des polynomes donnés puis compléter le tableau de signe.

Z —00 +00

P(z) = (—2x + 3)(—3z — 5)

P(z) = (bx — 65)(—2x + 7)

P(z) = (2z + 14)(6x + 24)

P(z) = (—3z — 72)(—4x — 96)
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10.3 Exercices 11
x —00 +00

P(z) = 5z(3z — 2)
x —00 +o00

P(z) = 25z + 2)
X —0 +o00

P(z) = (* + 1)(2 — 5z)

x —00 +00

Plz)=(z+1)(z+2)(x—1)
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12 10 Inéquations produit et quotient

Exercice 10.7 On souhaite dresser le tableau de signe de la fonction polynome P. Indiquer s’il
s’agit du bon tableau a remplir et s’il est correctement dressé. Si ce n’est pas le cas préciser si :

(A) la factorisation de P(x) n’est pas compléte
(B) les termes étudiés ne sont pas des facteurs de P(z)

(C) oubli qu’'un facteur est de signe évident ou qu’il est élevé au carré

1. P(x):(x—4)(—x—7>2 3. P(x) = (32+3)((z = 5)* +4)
T — 0 7 4 +00 x —00 —1 b} +00
r—4 - - 0 + 3r + 3 -0 + +
—x =7 + 0 - - (z —5)* +4 + + 0 +
f(@) -0 + 0 - f(z) -0+ 0 +
2. P(x) = 3((—395 +3)2 - 36) 4. P(z) = (4o + 8)( — (—2¢ +6)* - 9)
x —00 -1 o 100 x —00 -2 3 400
—3z — 3 + 0 - - 4z + 8 - 0 + +
-3z 49 + + 0 - —(—2z + 6)? - - 0 -
3 + — + —9 — - —
f(@) + 0 — 0 + f(z) -0 + 0 +

Exercice 10.8 Résoudre dans R les inéquations suivantes sans utiliser un tableau de signe.
(I,) —(=3r—-2)*-3<0 (I3) —(x—2)2>0 (I5) (—6z —5)*<0

(L) 72z +1)*+2>0 (I;) —2(—87r—3)*> >0 (Is) 6(3z —1)*+10=>0
Exercice 10.9

Résoudre dans R les inéquations suivantes aprés factorisation compléte du membre non nul.

() 42* 4+ 52 >0 (I;) —(22—3)(2—2)>0 (I;) 2 +22° +2>0
(I) (2z+5)(z —4)(—z—8) <0 | (I5) (22> +5)(3z —2) <0 (Is) (42> = 9)(z+1) >0
(I3) 6(z+1)2(5z —3) <0 (I) 3z(z+3)— (z+3)2<0 (Iy) (22 —V3)(z —V2) >0

Exercice 10.10 Résoudre dans R les inéquations suivantes.

(1)) 2* >4 (1) ° > 9z (I;) (22 +3)* > (20 +3)(z — 3)
(L) 2* <2 (Is) 3z* < 5a? (Ig) (z+1)(x—3)=2*-9
(I3) 2% > 3z (Is) 2* — 4o < —27—1 (Ig) 2* —4 < (z+2)(2z + 5)
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13

Exercice 10.11

Compléter les tableaux de signes suivants, vous commencerez par déterminer les racines des

facteurs utilisés.

r—6=0; T=... 3—5x=0; rT=...
x —0o0 400 x —0o0 —+00
z — 6 3 — 5z 0
1 1
R — R =
(r) = =5 () =35,
3r+2=0; T=... Sor+4=0; rT=...
X —00 —+00 x —0o0 —+00
5 13
3 + 2 (5x + 4)?
5 13
= R =
Be) = 40 W)~ Garap
—r—3=0; rT=... 202 +3=0; rT=...
X —0o0 400 x —0o0 —+00
-9 -5
—r—3 2z + 3
) )
R = R = —
() = =3 () = 513

Exercice 10.12 — racines trop évidentes. Les tableaux de signes suivants peuvent induire en erreur

par leur simplicité. Compléter les soigneusement.

x —00 —+00 x —00 +00
1 —1

x x

x —00 —+00 x —00 +00
1 1
72 z+1

X —0 —+00 X —0 —+00
1 —1
(1—2)? z2 41
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Exercice 10.13
Pour chaque tableau de signe, entourez les expressions dont le signe selon les valeurs de z

correspond. Plusieurs ou aucune des propositions peut correspondre.

2 1 : e 7 +o0
L@A)z-7 B — (€ (z —7)2 ® (—o+7)? A(z) - i
1 3 y + o 3 +o0
20206 B 5 O g5 D g B(2) - _
e o 5 o0
3. (4) ~4r—5 (B) _45_5 © —4;5—5 ® (—4:'i 5)” 4
Cla) - -
+ | oo 1 +00
4. (A) —4z—4 (B) _4;8_4 (€) (—4:1:'2— p © (—49'i D pay + +
2 , ) r |—oo +00
o W vl (B s+l (O e B gy E(x) +

Exercice 10.14

Proposer pour chaque tableau de signe deux expressions rationnelles qui correspondent.

x —00 -5 +o0 T —00 +00 x —00 = +o0

A(z) + — B(z) — C(z) + +
Exercice 10.15

Pour les expressions rationnelles simples ci-dessous, déterminer les racines des facteurs du

numeérateur et dénominateurs et compléter le tableau de signe.

X —00 —+00
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10.3 Exercices 15
x —00 —+00
2x — 5
() = 7o
x —00 —+00
2
x
Bl =
() = 5213
T —0o0 —+00
—14x + 12
R =
(z) 213
x —0o0 “+00
(r—=1)(2x+1)
R =
(x) 1 -9z
x —0o0 “+00
5
R(cc) _ 4F 2

LG Jeanne d'Arc, 2nd
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16 10 Inéquations produit et quotient

Exercice 10.16 On souhaite dresser le tableau de signe de la fonction rationnelle f. Indiquer s’il
s’agit du bon tableau a remplir et s’il est correctement dressé. Si ce n’est pas le cas préciser si :

(A) les termes étudiés ne sont pas des facteurs de f(x) (factorision non compléte)
(B) oubli qu'un facteur est de signe évident ou qu’il est élevé au carreé

(C) oubli de valeurs interdites ou de zéros.

L fw)= =g 3. f(0) = S
x —00 —7 —g +00 x —00 —% 2 400
10z + 6 - - 0 + —r + 2 + + 0 -
—(z + 7)? - 0 - — —2z — 7 + 0 - -
-9 — — — f(x) + - 0 +
—Hr — 2
f(z) 1 - - 0 + 4 f@)=1+—7=
—ox
2. f(z)= B 8J;2 — o5 x —00 —% 2 +00
z —o0  § oo 1 - - -
—8x + 6 + 0 - —5z — 2 + 0 - -
—(—z +8)*—-25 — — 5z — 10 + + 0 -
f(z) - 0 + f(z) + — +
Exercice 10.17
Résoudre dans R les inéquations rationnelles simples suivantes.
() —24i+7 0 (7s) 3;——2: 0 (Zs) (2:(:_?7)2 0
(73) gx;—f;; =0 (s) —(x +21£§ (x+3) >0 (o) 17+_2z2
Exercice 10.18
Résoudre dans R les inéquations suivantes.
(I) %> 2 (L) 1—4595 22 (I7) EI—E%
(I2) ? <3 (I5) 3 i T — 42 (Is) ;:r %x Sx—_ 3
(Is) o =52 Is) 77 <7731 () 5 <75
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